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Concursul de matematica Upper.School - Editia 2021 Etapa III

§1 Solutii

Problema 1

Consideram numerele abed, ab < cd si ab- (ab+ 1) - (ab+2) - ... - cd este divizibil cu 10%,
dar nu este divizibil cu 10'.

a) Céate astfel de numere exista?

b) Demonstrati ca se pot alege cateva dintre ele care au suma divizibila cu 104.

Bogdan Georgescu, profesor, Bucuresti

Demonstratie:

a) Numarul de zerouri este dat de exponentul puterii lui 5 din descompunerea in factori primi a
produsului. Avem 10, 15, 20, 30, 35, 40, 45, 55, 60, 65, 70, 80, 85, 90, 95 care au cate un factor
de 5, iar 25, 50 si 75 care au 2 factori de 5. Urmatoarele produse vor avea exact 15 factori de 5:

e 10-11-...-70 (sau 71, 72, 73, 74) = abcd € {1070, 1071,...,1074}. In total 5 numere.
o ab-(ab+1)-...-cd, unde ab € {16,17,18,19,20} si cd € {75,76,77,78,79} = 5-5=25

de numere;
o ab € {21,22,23,24,25} si cd € {80,81,82,83,84} = 5-5 =25 de numere;
o ab € {26,27,28,29,30} si cd € {90,91,92,93,94} = 5.5 = 25 de numere;
o ab € {31,32,33,34,35} si cd € {95,96,97,98,99} = 5-5 = 25 de numere;

In total, 5+ 25 + 25 + 25 + 25 = 105 numere.
b) Notam numerele cu xy, za, ..., x105. Fie:

81:.1]1

52:$1+ZE2

Sipa =21 +29+ ...+ T4

Daca una dintre aceste sume este divizibila cu 104, problema este gata. Daca nu, avem 104
numere si 103 resturi distincte nenule la impartirea cu 104, deci, conform principiului cutiei,
exista S; si Sj, ¢ > j, astfel incat 104 | S; —S; = 104 | xj11 + Tjp0 + ... + 2.

Prin urmare, submultimea {x;1, % 42,...,2;} a lui A are suma elementelor divizibila cu 104.
Barem:
o Observarea faptul ca numarul de zerouri este egal cu exponentul lui 5 ... ......... ... 1p
e Observatia ca numerele 25, 50, 75 au fiecare 2 factoride 5 ... ........ .. .. ... ... ... 1p
o Aflarea numarului total de numere folosind numerele divizibile cu 5 de 2 cifre ... . ... 2p
« Punctul b), pentru justificarea existentei sau gasirea unui exemplu. ... ............... 3p
m
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Problema 2

Se considera sirul de numere naturale 2,6, 30, ..., in care termenul de pe locul £ este
produsul primelor £ numere naturale prime. Se stie ca diferenta dintre doi termeni ai sirului
este 30000. Sa se gaseasca aceste numere.

Demonstratie:
Notam cu ay, ag, -+, @y, - -+ termenii sirului.
ap = 2
[ 2-3
as = 2-3-5

ap=2-3-5-...-py
unde p,, este este al n-lea numar prim scris in ordine crescatoare.
Fie ay si a; cu k >t cei doi termeni ai sirului pentru care

ap —a; = 30000 <= 2-3-5-...-p,—2-3-5-....-p,=2%*.3.5*

Avem deci 2-3-5-...-pg > 30000, de unde obtinem ca pj, este suficient de mare (pentru py = 11
obtinem doar 2310) asadar, a se divide si cu 2, si cu 3, si cu 5.

Din relatia a — a; = 2%+ 3 - 5%, rezultd ¢ 2 | as, 3 | a, 5 | a;. Cum a; este produs de factori
primi, rezulta ca p; > 5, iar

arp —a; = 30000 <= 2-3-...-p- (Pg1 " Pra2- - -pr—1)=2*-3.5%

Pe de alta parte, factorii primi din descompunerea lui 30000 sunt egali cu cel mult 5, deci p; = 5.
Asadar,
2:3:5(7-11-...-py—1)=2*.3.5*

Avem deci 7-11-...-pp = 1001 = 7-11-13, deci pp = 13. Avem ag =2-3-5-7-11-13 = 30030,
iar a3 =2-3-5=30.

Barem:
o Scrierea expresiei 2-3-5-...-ppy—2-3-5-...-p,=24-3-5Y ... ... 2p
o Scrierea expresiei 2-3 ... py - (Deg1 *Praz ..o pe—1) =235 . 1p
o Demonstrarea faptului ca p, =5 ... o 2p
o Aflarea lui py din expresia 7-11-...-p, =1001 =7-11-13 ... ... ... i ... 1p
« Finalizare, mentionarea numerelor 30030 si 30 ... ........ ... ... ... ... .o 1p
O
Solutie alternativa:
Fie p1,po, ....,p, primele n numere naturale prime, p; < ps < .... < p,. Pentru simplitatea
exprimarii vom nota termenul de pe locul n cu a,, = p; - p2 - .... - p,. Pentru inceput demonstram

ca diferenta dintre doi termeni consecutivi ai sirului creste pe masura ce creste locul termenului
in sir.
Fie a;, a;11, a;1o trei termeni consecutivi.
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Atunci, ;10 — a1 =p1-pa e D1 Pize — 1) >p1ropo s pis (Piy1 — 1) = i1 — a;, ceea
ce finalizeaza demonstratia.

Incercand si vedem cét de repede cresc diferentele gasim ca diferenta dintre a7 si ag este mai
mare decat 30000 si atunci pentru termenii de pe pozitii mai mari decat 6 diferentele dintre
termenii consecutivi sunt prea mari, cu atat mai mult diferentele dintre termeni neconsecutivi.
Daca « > 7 si j < 4 atunci a; — a; > a7y — ag > 30000. Ramane sa cdutam printre primii 6
termeni ai sirului si gasim solutia unica as, ag. O

Problema 3

In fiecare patratel al unui dreptunghi 10 x 19 s-a scris unul dintre numerele 0 sau 1, dupa
care se calculeaza toate sumele pe fiecare linie si pe fiecare coloana. Care este cel mai mic si
cel mai mare numar de rezultate diferite care se poate obtine?

Demonstratie:

Evident, numarul minim de rezultate diferite este 1, un exemplu fiind toata tabla acoperita cu
0. Pe de alta parte, sumele care se pot obtine sunt de la 0 la 19, in total 20 de valori posibile.
Daca ar fi posibil sa le obtinem pe toate atunci o linie sau o coloana ar contine doar cifra 0.
Daca exista o coloana care e ocupata doar de cifra 0 atunci toate sumle de pe lini si coloane
sunt cel mult egale cu 18, adica nu il putem obtine pe 19. Daca exista o linie nula atunci suma
numerelor din fiecare coloana este cel mult egala cu 9, deci pe linii ar trebui sa se obtina sumlele
de la 10 la 19, imposibil pentru ca una dintre linii este nula. Un exemplu cu 19 sume diferite
este dat 1n figura urmatoare.
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Barem:

e Numarul minim de sume este 1, un exemplu fiind toata tabla acoperita cu 0 ...... ... 1p

« Demonstrarea faptul ca 20 sume nu se pot obtine si mentionarea faptul ca numarul

maxim eSte 1O ... e 3p
e Un exemplu pentru numarul maxim de sume ... ............ ... ... 3p
m
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Problema 4

Completam patratelele unui patrat n x n cu numere de la 1 la n astfel:
o fiecare linie contine toate numerele de la 1 la n;
o fiecare coloana contine toate numerele de la 1 la n.

Fiecare patratel in care este scris un numar mai mare decat numarul coloanei in care se afla
se coloreaza in verde. Un exemplu de completare si colorare pentru n = 3 este aratat in
figura de mai jos:

G G G
Ll3l1]2
Ll1l2]3
L2131

a) Este posibil ca pentru n numar natural par sa gasim o completare a patratului dupa
regulile de mai sus astfel incat pe fiecare linie numarul de patratele verzi sa fie acelasi?
b) Dar pentru n numar natural impar?

Demonstratie:

a) Vom demonstra ca pentru n par nu este posibila o astfel de completare. Presupunem ca ar fi
posibila. Atunci, pe coloana 1 se afla toate numerele de la 1 la n, asadar n — 1 patratele vor fi
verzi, oricum am distribui numerele pentru ca toate numerele de la 2 la n sunt mai mari decat
numarul coloanei pe care se afla. Din acelasi motiv in coloana 2 vom avea n — 2 patratele verzi,
in coloana 3 vor fi n — 3 patratele verzi si asa mai departe, in coloana n — 1 un singur patratel
este verde, iar In coloana m niciunul nu este colorat in verde. Numarul total de patratele verzi

n(n —1)

din patrat este 1 +2+3+ ...+ (n—1) = . Pe de alta parte, daca pe fiecare linie avem

acelasi numar de patratele verzi, fie acesta k, atunci numarul de patratele verzi este egal cu nk.

n(n —1) I
2

¢ N. Prin urmare, presupunerea facuta este falsa.

De aici avem ca

= k, imposibil pentru ca n — 1 este numar impar si
n—1

b) Pentru n = 2k + 1 consideram urmatorul exemplu de completare al patratului n x n:

G G G Cra Gy
Ly n |n1{n-2|n-3 2 1
Ly 1 n |n-1|n-2 3 2
L3 2 1 n |n-1 4 |1 3
La 312 |1|n 5| 4
Lp-1 | P-2 | n-3 | n-4 | n-5 n | n-1
Ln |n-1|{n-2|n-3|n-4 1 n

Fixam linia ¢ si calculam numarul de patratele verzi de pe aceasta linie.
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« Cazul j <i. Valoarea pdtratelului de pe coloana j este ¢ — j. Patratelul este verde daca
1
si numai daca 1 — j > j < j<§.
o Cazul j > i. Valoarea patratelului de pe coloana j este n + i — j. Patratelul este verde
n+i  2k+1+1

2 2

daca sinumai dacan+i—j7>7 <= 1< j <

In cazul in care i este par, i = 2s, obtinem s — 1 pitratele verzi din primul caz si k4 s — (25 — 1)
din cel de al doilea caz. In total sunt s — 1+ k + s — (25 — 1) = k patratele verzi.

Daca i este impar, i = 2s + 1, obtinem s patratele verzi din primul caz si k 4+ s — 2s din cel de
al doilea caz. In total sunt s+ k + s — 25 = k patratele verzi.

Asadar fiecare linie a patratului are k patratele verzi.

Barem:
« Demonstratia faptului ca n par este imposibil ... ....... ... .o 3p
o Exemplu pentru n = 2k 4 1 ... oo 2p
o Justificarea faptului ca exemplul este corect ... ........ ... ... 2p
m
Problemele 1-4: ... ... . 4 x Tp=28p
Puncte acordate din oficiu: ..... ... .. . Op
Total: 28p
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