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§1 Solutii

Problema 1

Pentru un numar intreg pozitiv n scriem in ordine crescatoare toti divizorii
l=di<dy <ds<..<d=n.

Care sunt valorile lui n pentru care 2021 | n si n = dyg - dog?

Demonstratie:
Avem 43 - 47 = 2021 | n,, dar 43 si 47 sunt prime, adica 43 | n si 47 | n.
Stim ca dy -d, = dy-di—1 = ... = dyg-dgo. Numarul de diviziori este £ = 19+20—1 = 38. Pe de

alta parte n = 43% - 479 - ¢, unde (¢,43) = 181 (¢,47) = 1 si t = p§® - py* .. Numarul de divizori
ai lui n este egal cu 38 =1-38 =2-19 = (a1 + 1)(az + 1)-_, iar cum n are cel putin 2 factori
primi in descompunere, obtinem ca are exact 2 factori primi in descompunere iar 38 = 2 - 19.

7(n) = (a1 + 1)(ag +1) =2-19

Avem deci a; =1 si ay = 18 sau a; = 18 si ay = 1. In primul caz n = 43 - 47'8, iar in al doilea
n = 4318 . 47.

Barem:

° Aﬁrmatia: dl . dk = dg : dk—l == dlg . d20 ........................................ 1p

o Aflarea numarului de divizori K =38 ... ... 2p

o Scrierea formulei pentru numarul de divizori ... ....... ... ... 1p

« n are exact 2 factori primi cu exponentii 1, respectiv 18 ... ... ... ... oo 2p

o Scrierea celor 2 solutii pentru n ... ... 1p
O

Problema 2

Spunem despre un numar natural nenul ca se numeste amestecat daca indeplineste simultan
conditiile:

a) toate cifrele lui sunt nenule;

b) numarul este divizibil cu 11;

¢) numarul este divizibil cu 12 si oricum am schimba ordinea cifrelor sale numarul raméne
divizibil cu 12.

Cate numere de 10 cifre sunt amestecate?

Demonstratie:

Notam numarul amestecat prin N = @yas -~ ae. Din ¢) avem 4 | N, deci numarul format din
ultimele 2 cifre ale lui N este divizibil cu 4 pentru orice permutare a cifrelor, deci toate cifrele
sunt pare si nenule. Mai mult, /N nu poate avea mai mult de o cifra de 2, deoarece la permutarea
cifrelor in care ultimele 2 cifre sunt ambele egale cu 2, obtinem numarul 22 care nu este divizibil
cu 4, imposibil. Din acelasi motiv numarul nu poate contine mai mult de o cifra de 6. Restul
cifrelor sunt egale cu 4 si 8. Daca N are contine o cifra de 2, atunci exista o permutare unde
numarul format din ultimele doua cifre ale lui IV este 42 sau 82, deci N nu este divizibil cu 4,
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imposibil. Prin urmare, un numar amestecat nu contine cifra 2. Din acelasi motiv, un nunar
amestecat nu contine nici cifra 6.
Prin urmare, un numar amestecat este format doar din cifre de 4 si 8, cel putin una din fiecare,
pentru ca numerele 44 ---4 si 88 - - -8 nu sunt divizibile cu 3, deci nici cu 12.

N—— ——

10 cifre 10 cifre
Notam cu x numarul de cifre de 4 si cu y numarul de cifre de 8. Avem z +y = 10 si 3 | 4z + 8y.

Cum 3 | 2 + 2y avem 3 | 10+, adicd y € {2,5,8}, deci (z,y) € {(2.8),(5,5),(8,2)}. Numerele
amestecate N pot fi scrise ca suma a doua numere:

N 4 4+5171LU2 10
10 cifre

unde xyzo---x19 € {0,4} si pentru ca 11 | 44---4, avem si 11 | TyZ5 219 Notam X =

10 cifre
T1X9 -+ T10-

Cazul I: x = 8 si y = 2. Cele doua cifre de 4 din scrierea lui X ocupa pozitii de paritati
diferite, fiecare are 5 locuri la dispozitie. Astfel obtinem 5 -5 = 25 de numere.

Cazul II: x = 5 si y = 5. Daca cele cinci cifre de 4 din scrierea lui X ocupa pozitii de
aceeasi paritate, diferenta dintre suma cifrelor de rang par si suma cifrelor de rang impar este
20, iar 11 1 20. Daca exact 4 dintre ele sunt pe pozitii de aceeasi paritate, diferenta este 12, iar
111 12. Daca 3 dintre ele sunt pe pozitii de aceeasi paritate, iar 2 sunt pe pozitii de paritate
diferita, diferenta este 4, iar 111 4. Asadar, in acest caz nu avem solutii.

Cazul III: © = 2 si y = 8. Daca cele doua cifre de zero ocupa porzitii de aceeasi paritate
atunci diferenta sumelor cifrelor este 8, iar 11 1 8. Daca cifrele de 0 sunt pe pozitii de paritati
diferite, atunci sumele cifrelor sunt egale si toate numerele sunt divizibile cu 11. La fel ca si in
Cazul I, se obtin 5 - 5 = 25 de numere amestecate.

Prin urmare, avem in total 50 de numere amestecate.

Barem:
« N are toate cifrele pare si nu contine cifre de 2 sau 6 ... ......... ... ... ..o 2p
e Modulo 3 avem (z,y) € {(2, 8),(5,5),(8,2)} v i 2p
o Tratarea Cazului I ... ... 1p
o Tratarea Cazului II ... ... . e 1p
« Tratarea Cazului III si metionarea numarului total de numere amestecate ... ..... ... 1p

Solutii - Clasa a VI-a http:\ \upper.school Pagina 3


https://upper.school/concursuri/

Concursul de matematica Upper.School - Editia 2021 Etapa III

Problema 3

Fie AABC dreptunghic isoscel cu (AB) = (AC). Se considera punctul D pe ipotenuza,
astfel incat m(LCAD) = 30°. Se construieste ADAE dreptunghic isoscel cu (DE) = (DA),
astfel incat punctele A si E sunt de o parte si de alta a dreptei BC. Notam cu M si N
mijloacele laturilor (BC) respectiv (AE).

a) Aratati ca AAEB este dreptunghic;

b) Demonstrati ca MN || AC;

c) Aratati ca 2MN = AD.

Bud Adrian, Negresti Oas

Demonstratie:

A
a) ZADB este exterior AACD =
m(/ADB) = m(/DAC) +m(/DCA) = 30° + 45° = 75°.
Fie @ € (AB) astfel incat AADQ este echilateral.
m(£BDQ) = m(£/BDA) — m(LQDA) = 75° — 60° = 15°.

m(LEDB) = m(LEDA) — m(ZBDA) = 90° — 75° = 15°.
Din [DE] = [DQ], ZEDB = ZQDB si [DB] latura comuna (LUL) = ADEB = ADQB

— m(£DBE) = m(4/DBQ) = 45°
m(LABE) = m(£LABD) 4+ m(£DBE) = 45° + 45° = 90°
Deci AAEB este dreptunghic.
b) Fie R mijlocul lui (AB). In ABAC avem:
(BM) = (MC)

(BR) = (RA)

= (MR) este linie mijlocie, deci MR || AC.
In AAEB avem:
(AN) = (NE)
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(AR) = (RB)

= NR este linie mijlocie, deci MR || BE. Cum BE || AC, obtinem NR || AC.
Din unicitatea paralelei printr-un punct la o dreapta obtinem ca punctele M, N si R sunt
coliniare, deci M N || AC.

¢) Notam cu P mijlocul laturii AD. In AABC, avem m(/AMB) = 90° (AM mediana din

unghiul drept). In AAMD, m(ZAMD) = 90° iar M P este mediani din unghiul drept

AD

m(/DAM) = m(LCAM) — m(/CAD) = 45° — 30° = 15°

ZDPM este exterior APAM = m(LDPM) =2m(LPAM) = 30°.

DE AD
ADAF este dreptunghic in D iar PN este linie mijlocie = PN = - =5

lar m(LAPN) = m(£LADE) = 90°
m(ZMPN) = 180° — m(£DPM) — m(ZAPN) = 60°

Astfel APMN este isoscel MP = NP cu m(£ZMPN) = 60° deci echilateral. MN = NP =

A2D = 2MN = AD.

Barem:
« a) Fie Q € (AB) astfel ca AADQ este echilateral ... ............................. ... Ip
« ADEB = ADQ@B, iar din calcul de unghiuri m(ZABE)=90° ... ................... 1p
o b) Considera R mijlocul Iui AB ... ... e 1p
o Observatiile MR || AC si NR || BE || AC ... oo 1p
e ¢) Considera P mijlocul lui (AD) ... ..o 1p
e (MP) mediana in triunghi dreptunghic si m(ZMPN) =60° ... ........cocooiiin .o, 1p
e (NP) este linie mijlocie si AM NP este echilateral ... ................ ..o, Ip
0
Problema 4

Numerele naturale din multimea A = {1,2,3...,2020} se impart in mai multe submultimi
disjuncte oricare doua (numarul submultimilor este cel putin egal cu 2). Se stie ca fiecare
submultime are cardinalul cel mult 1010. Sa se demonstreze ca toate aceste numere pot
fi grupate in perechi de cate doua numere cu suma in fiecare pereche numar impar, iar
numerele din fiecare pereche fac parte din submultimi diferite.

Demonstratie:

Notam cu A; i = 1,n cele n submultimi si cu ¢; cardinalul fiecareia dintre ele.

Daca exista A; cu ¢; = 1010 atunci, daca p este numarul de numere pare din multimea A;
atunci numarul de numere impare este 1010 — p, iar in celelalte multimi vom avea in total sunt
1010 — p numere pare. Astfel, fiecare numar impar din multimea A; poate fi pus in pereche cu
un numar par din celelalte multimi, iar fiecare dintre cele p numere pare din multimea A; poate
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fi pus in pereche cu unul impar din celelalte submultimi.

Daca ¢; < 1010 pentru fiecare ¢ atunci vom alege o pereche de numere de paritati diferite din
multimi diferite si o dam deoparte. Atunci, pentru cele doua multimi din care a fost aleasa
perechea, diferenta dintre jumatate din numarul de numere ramase si cardinalul ei nu s-a
schimbat, iar pentru celelalte multimi s-a micsorat cu o unitate. Daca pentru toate multimile
diferenta a ramas pozitiva atunci repetam procedeul si continuam pana cand la una dintre
multimi diferenta devine nula, caz care s-a analizat mai sus.

Barem:
« Notarea cardinalelor multimiilor ... ... .. .. .. . 1p
o Cazul cand un cardinal este egal cu 1010 ... ... ... .. . 2p

« Ideea de a da la o parte perechi de numere de paritati diferite pana nu se mai

PO ot e 2p
o Finalizarea cazului cand toate cardinalele sunt mai mici ca 1010 ..................... 2p
O

Problemele 1-4: .. ... . . 4 xTp=28p
Puncte acordate din oficiu: ........ ... .. Op
Total: 28p
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