Concursul de Matematica Upper.School, editia 2021

Se adreseaza copiilor din clasele V, VI, VII, VIII

3 etape
= 12 februarie 2021 — etapa | (de calificare), intre orele 8:00 si 20:00

Din momentul inceperii participantul are 2 ore la dispozitie
Nivel de dificultate similar cu etapa locala a ONM

= 5 martie 2021 — etapa |l (de calificare), intre orele 8:00 si 20:00

Din momentul inceperii participantul are 3 ore la dispozitie
Nivel de dificultate similar cu etapa judeteana a ONM

= 2 aprilie 2021 — etapa IlI (finala)

Concursul se desfasoara intre orele 10:00 si 13:00 pentru clasele V si VI

si intre orele 10:00 si 14:00 pentru clasele VII si VIII ON I_I N E

Nivel de dificultate similar cu etapa nationala a ONM

Pentru inscriere accesati link-ul https://upper.school/concursuri

Inscrierea are loc pana la data de 12 februarie 2021

UPPER.SCHOOL
Platforma software personalizata, echipa de dezvoltare software dedicata
LEARN MORE, GET UPPER

https://upper.school

Concursul de matematica Upper.School
Editia 2021

Etapa 111
Clasa a VII-a

- Solutii -

Selectie probleme
Prof. Lioara Ivanovici


https://upper.school/concursuri/

Concursul de matematica Upper.School - Editia 2021 Etapa III

§1 Solutii

Problema 1

Pentru toate perechile de numere intregi pozitive (m,n) astfel incat m si n au acelasi
numar de divizori vom defini operatia x astfel: daca 1 =m; <my <m3 < ... <mp =m
sunt toti divizorii lui m, iar 1 = n; < ny < ng < ... < ng sunt toti divizorii lui n atunci
m*xn = my-ny+ mg-ng + ... + my - ng. Aflati perechile de numere (m,n) pentru care
m*n = 497.

Demonstratie:

Fard a restrange generalitatea presupunem n < m. Avem m * n > n?, deci n? < 497, adica

n < 22. Numarul de divizori k va fi mai mic sau egal cu 6. Daca k este prim atunci n = p*~1,

iar m = ¢*~!, pentru p si ¢ prime. Prin urmare,
p-qlmxn—1 = p-q|496 =2*-31

Prin urmare p = 2, ¢ = 31. Cum 31? > 497, avem n = 2, m = 31, fard solutie. R&man cazurile

ke {1,4,6}.
o Cazul 1: k=1, iar m =n = 1 imposibil.
e Cazul 2: k =4, atunci ms - mg = my = m, iar ny - n3 = ny = n, deci:
m*n = (1+nymy) - (1+nzms) =
Prin urmare ny - mo = 6, iar ns - mg = 40, cu ny, mg prime, imposibil.

o Cazul 3: k =6, atunci n € {12, 18,20}.
o Pentru n = 12 avem:

1+ 2m2 + 3m3 + 47714 + 6m5 + 12m6 = 497
Obtinem ca 2 | ms, deci mo = 2, deci ms = 4. Avem:

1+4+12+4-%+6-%+12m:497 — m =30

Cum 4 1 30, avem o contradictie.
o Pentru n = 18, avem:

1+ 2my + 3ms + 6my + 9ms + 18mg = 497

cum m-n < mxn =497, avem m < 27 si 18 < m, deci m = 20 sau m = 18 (m are 6
divizori). Perechea (m,n) = (20, 18) verifica.

o Daca n = 20, atunci m-n <497, deci n = 20 < m < 24 si m are 6 divizori, deci m = 20.
Inlocuind in m * n = 497 avem:

20 % 20 = 1 + 22 4+ 4% + 5% + 10% 4 20% = 546 # 497 = imposibil

Obtinem solutiile (m,n) € {(187 20), (20, 18)}.

Barem:
o Cu alegerea ca n < m demonstreaza ca n < 22 ... .. ... e 1p
o Observatia £ < 0 ... oo 1p
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o Cazurile k prim si k=1 ... o 2p
o Cazul k= 4 . e 1p
o Cazul k = 6 si obtinerea solutiilor ... ... ... ... 2p

O
Problema 2

Andrei coloreaza toate numerele intregi pozitive. El are la dispozitie oricate culori sunt
necesare astfel incat sa fie respectate urmatoarele reguli:

o fiecare numar impar este colorat in albastru;
 orice numar intreg pozitiv n are aceeasi culoare cu 4n.

« orice numar intreg n are aceeasi culoare cu cel putin unul dintre intregii n + 2 sau
n + 4.

Sa se demonstreze ca Andrei a colorat cu albastru toate numerele.

Demonstratie:

Presupunem prin absurd ca nu toate numerele naturale sunt colorate cu albastru. Exista n cel
mai mic numar care nu este colorat cu albastru. Orice numar impar este colorat cu albastru,
deci n este par. Daca 4 | n, atunci cum n, § au aceeasi culoare, iar § este mai mic decat n,
obtinem ca 7 este albastru, contradictie. Prin urmare, n = 4k +2. Cum k+1, k+2, ---,
4k + 1 sunt mai mici decat n = 4k + 2, rezulta ca k+ 1, k + 2, -- -, 4k + 1 sunt albastre, deci
4(k+1), 4(k+2), -+, 4(4k + 1) sunt albastre. Stiim ca 4k + 2 are aceeasi culoare ca si 4k + 4
sau 4k 4+ 6. Cum 4k + 4 este albastru, obtinem ca 4k + 6 nu este albastru. Analog 4k + 6 are
aceeasi culoare cu 4k + 8 sau 4k + 10, dar 4k + 8 este albastru, deci 4k + 10 nu este albastru.
Procedédnd in mod analog obtinem ca 16k + 6 nu este albastru. Avem 4(4k + 2) = 16k + 8, deci
16k + 8 nu este albastru. Deci 16k 4 4 are aceeasi culoare cu 4k + 1, adica albastru, iar 16k + 6
sau 16k + 8 au aceeasi culoare cu 16k + 4, o contradictie. Prin urmare, toate numerele naturale

sunt colorate cu albastru.

Barem:
o Demonstratia n =4k +2 ... 2p
o Observatia ca 4(4k + 1) este albastru ... ... o i 1p
e Demonstia ca numerele de forma 4¢ + 2 nu sunt albastre ... ............ ... ... 2p
« Obtinerea contradictie pentru 16k + 6, 16k + 8 care nu sunt albastre ... .......... ... 2p
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Problema 3

Dupa desfasurarea turneului de handbal Suedia-Norvegia-Danemarca s-a constatat ca fiecare
echipa are un numar diferit de puncte fata de celelalte echipe, iar cele 6 echipe ale Suediei
au acumulat atatea puncte cate au acumulat toate celelalte 12 echipe la un loc. Demonstrati
ca printre echipele din Suedia exista cel putin una care s-a numarat printre laureati (adica
a ocupat unul dintre primele trei locuri).

Observatii:

o Intr-un turneu o echipa joaca cu oricare alta echipa 2 meciuri: unul pe teren propriu
st celalalt pe terenul adversares.

o Pentru victorie o echipa primeste 2 puncte, in caz de egalitate fiecare echipa primeste
1 punct, iar pentru infrangere 0 puncte.

Demonstratie:
Notam numarul de puncte castigate de echipele din Suedia (fiecare in parte) cu sy, sg, -+ -, Sg Si
celelalte echipe cu eq, ey, -+, e15. Avem:

51—|—82+"'—|—86:€1+€2+"'+€12

Numaérul total de puncte al tuturor echipelor din turneu este 4 - C3, = 4 - LQH =2-18-17 =612
puncte. Obtinem deci:
S1+Sg+ -+ 8¢ = 18 -17 = 306

e1+ey+---+epn=18-17 = 306

Consideram , fara a restrange generalitatea ca sy < s9 < -+ < sgsie; < ey <--- < ejg. Atunci:
s1+9 < s; S2+4 <865 s3+3 <865 S4a+2=< 56 S5+ 1< 56

S1+ S+ -+8+15<6-5¢ = S6>53,0 = s> 54

Numarul de puncte pe care il obtin jucind intre ele echipele ey, ey, - - -, €9 este 4 - Cg. Obtinem:

9-8
el+eg+---+eg24-092:4-72144

Cum el < e11 < ejg avem 3ejg+ 3 < ejg+eqr + €19, deci:

144+(3610+3)§(61+62+"'—|—€9)+(€10+€11+612):306 -

3e10 <1599 = €190 <53 < 54 < s4

Am obtinut ca sg > ey, deci echipa din Suedia care a obtinut s puncte este un laureat.

Demonstratie alternativa (neformald):

Numarul total de puncte al tuturor echipelor din turneu este 18 - 17 - 2 = 612 puncte. Deci,
echipele din Suedia au luat in total 306 puncte. Echipa din Suedia care a acumulat cele mai
multe puncte are cel putin 54 de puncte, altfel echipele din Suedia ar acumula in total cel
mult 53 + 52 + 51 + 50 + 49 4+ 48 = 303 puncte. Presupunem ca printre echipele din Suedia
nu exista un laureat. Atunci cele trei echipe de pe podium ar trebui sa acumuleze cel putin
55+ 56 +57 = 168 de puncte. In plus, echipele din Norvegia si Danemarca care nu sunt premiate
ar Tmparti intre ele 9 - 8 - 2 = 144 puncte, adica echipele din cele doua tari acumuleaza impreuna
cel putin 312 puncte, mai multe decat cele din Suedia. Am ajuns la o contradictie.
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Barem:
o (Calcularea numarului total de puncte ... ... .. ... . 1p
o Ideea de a ordona punctajele ... ... 1p
o Observatia ca sg > D4 ... o 2p
. Observa’giacéel+eg+---+eg24-0324-%:144 ............................. 1p
o 310+ 3 < et €11 F €12 81 €10 T 86 + v v et e 2p
0

Problema 4

In AABC, m(£B) = 80°,m(£C) = 40°, O este centrul cercului circumscris, I este centrul
cercului inscris si H este ortocentrul. Aratati ca patrulaterul BHIO este un trapez isoscel.

Mihaela Berindeanu, profesor, Bucuresti

Demonstratie:
Notez cu R raza cercului circumscris.

B C

In AABC,m(£A) = 180° — (40° — 80°) = 60° Demonstrez ca B, H,I,O,C sunt puncte

conciclice

m(/BHC) = 180° — m(ZA) = 180° — 60° = 120°
m(/BOC) = 2m(/BAC) = 2 - 60° = 120°

/BA
m(£BIC) = 90° + 7"(20) = 90° + 30° = 120°

Demonstrez ca AAHI = ANAOI.
180° — 120°
Triunghiul AOBC cu OB = OC' = R este isoscel, deci m(ZOCB) = 8020 = 30°

= B,H,I,0,C conciclice
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°© N

80
(BI este bisectoare, deci m(£IBC') = = 40° = m(£IBO) = 10° = m(10) = 20°

AHzQRcosA:2R~;:R:>AH:AO
m(LHAB) = 90° — 80° = 10°

180° — 160°
m(Z0AC) = ————— =10°

(AI este bisectoare, deci m(ZLIAH) = m(£L1AO) = 20°

Al = Al
AH=A0=R = ANAHI = ANAOI
LIAH = ZTAO = 20°

Vom demonstra ca BHIO este trapez isoscel. Din AAHI = AAOI = IH = 10 = H =
20° = BH = 60° — 20° — 20° = 20° = BHIO este trapez isoscel.

Barem:
o Demonstratia pentru B, H, I, O, C conciclice ... ........ .. ... .. 2p
o ANAHI = NAOI . 2p
o M(LIBO) = 10° 5i m(I0) = 20° ... ©oov e 1p
e BHIO este trapez isoscel pentru ca m(]g}\l) = m(fﬁ) = m(f\) =20% ... .. 2p
O
Problemele 1-4: ... ... . . 4 X Tp = 28p
Puncte acordate din oficiu: ...... ... ... . Op
Total: 28p
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