Concursul de Matematica Upper.School, editia 2021

Se adreseaza copiilor din clasele V, VI, VII, VIII

3 etape
= 12 februarie 2021 — etapa | (de calificare), intre orele 8:00 si 20:00

Din momentul inceperii participantul are 2 ore la dispozitie
Nivel de dificultate similar cu etapa locala a ONM

= 5 martie 2021 — etapa |l (de calificare), intre orele 8:00 si 20:00

Din momentul inceperii participantul are 3 ore la dispozitie
Nivel de dificultate similar cu etapa judeteana a ONM

= 2 aprilie 2021 — etapa IlI (finala)

Concursul se desfasoara intre orele 10:00 si 13:00 pentru clasele V si VI

si intre orele 10:00 si 14:00 pentru clasele VII si VIII ON I_I N E

Nivel de dificultate similar cu etapa nationala a ONM
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Concursul de matematica Upper.School - Editia 2021 Etapa III

§1 Solutii

Problema 1

Se considera cubul ABCDA'B'C'D’ si punctele M € (BC), N € (DD'). Se noteaza
ACN DM = {P} si NCn DC" = {Q}. Stiind ca PQ || (ABD'), determinati pozitia
punctelor M si N pentru care volumul tetraedrului NDBM este maxim.

Mihaela Berindeanu, profesor, Bucuresti

Demonstratie:
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Din PQ || (ABD') = PQ || (ABD'C") = d (P, ABD'C") = d(Q, ABD'C")
Notez CB'NBC' = {X}, AD'NA'D ={Y}

Din g§ i ig = CX 1L (ABC'D’). Analog A'D 1 (ABC'D")
Construim PP | AX = PP 1 (ABC'D’)

Construim Q@' L YC'= QQ' L (ABC'D’)

Din PQ || (ABC'D') = PP = Q('

Dar ANACX = AC'DY

;o , AP C'Q
CO=PP= 6= oD
R AP =0C"'Q
AC =C'D = PC = DQ
Din paralelism
AP  AD

PC - CM AD cCC'
C'Q _CC |\ 7 &M~ DN
PQ ~ DN

Deci conditia PQ || (ABC'D’) = CM = DN
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Notez CM = DN =z, AB=a=

(a—z)-a
o (BMD)-ND 9 roq a?
V(INDBM) = = =" (a—-2) < —
( ) 3 3 g e rsy
r+a—x a )
Dar \/x (a — r) < ———— = —, cu egalitate pentru x = a — x.

Cazul de egalitate a = 2z indica faptul ca volumul maxim al tetraedrului NDBM se obtine
cand porzitia punctului M, respectiv N este la mijlocul muchiei BC', respectiv DD'.

Barem:
o Demonsteaza relatia CM=DN ... .. ... . 3p
o Aplica inegalitatea mediilor ... ... ... .. 3p

« Scrie si demonstreaza care sunt pozitiile punctelor pentru care se obtine valoarea
£ 800 = PP 1p

Problema 2
Gasiti toate numerele prime p si toate numere intregi pozitive n astfel incat

n® —n?=p + p2.

Demonstratie:

Daci n = 2 obtinem p?(p® + 1) = 252 = 22- 3% - T si p = 3. Astfel, (n,p) = (2,3) este o solutie.
Cum ambii membrii ai inegalitatii sunt crescatori, putem presupune acum n > 3 si p > 3.
Identitatea poate fi rescrisa astfel

n*(n—1)(n*—n+1)n*>+n+1)=p*(p*+1).

e Cazul I: plnsaup|n—1
In acest caz, p < n, de unde p* + 1 < n® + 1. Asadar, p>(p> +1) = (n® — 1)n?(n® +1) <
n?(n3 + 1), ce implicd n® — 1 < 1, imposibil!

e Cazul 2: p|n+1
Daca p < n+ 1, obtinem contradictie in mod similar.
Daci p=n+1, cum n = —1 (mod p), obtinem n?*(n —1) = —2 (mod p), n* —n+1=3
(mod p) sin®*+n+1=1 (mod p), de unde p? t n® — n?, fals!

e Cazul 3: n# —1,0,1 (mod p)
In acest caz, p? | (n? —n+1)(n?>+n+1). Cum cel mai mare divizor comun al lui n? +n+ 1
si n? —n + 1 este, in mod clar, 1, obtinem cd p? | n? —n + 1 sau p* | n? + n + 1.
Astfel, p? <n? +n+1< (n+1)? = p < n, ce duce la contradictie dupd cum am vazut

in cazul 1.
Barem:
e Cazuln=2sicazul pdividensaun —1 ... ... ... . i 1p
« Rescrierea ecuatiei ca n?(n — 1)(n> —n+1)(n*+n+1)=p*(p*+1) ... ..., 2p
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o Cazul pdivide m 4 1 ... o 1p
o Cazul nZ —1,0,1 (MOd D) ..o oot 3p

O
Problema 3

Se aleg 21 de numere din multimea {1,2,3,...,2046}. Este posibil sa gasim trei numere
a, b, c printre cele 21 de numere astfel incat be < 2a? < 4bc?

Demonstratie:
Consideram urmatoarele multimi:

S, =1{1,2,3}
Sy =122 +1,---,2""' — 1}, pentrui = 2,9
Sio=A{2"2"+1,... 2" -2}

Fie a,b,c € S; cu b < a < ¢ pentru orice i € {1,2,...,10}. Vom demonstra cd bc < 2a* < 4bc.
Avem b < a si 2° < a, deci 277! < 2q, iar ¢ < 277! — 1 de unde:

bcgb-(T“—l) <b-27 < g .20 = 242

Analog avem a < ¢ si 2a < 4b, deoarece a < 2t 1 < 201 < 2b, prin urmare 2a? < 4bc.
Conform Principiului cutiei, daca alegem 21 de numere din multimea {1,2,3, ...,2046}, va exista
o multime 5; din care alegem 3 numere a, b, c cu b < a < c. Din observatia de mai sus rezulta
concluzia.

Barem:
o Considerarea multimiilor S; ... ... ... . 3p

e Demonstratia faptului ca oricum am alege 3 elemente a, b, ¢ € S; ele satisfac

De < 202 < ADC .. 3p

o Finalizare folosind principiul cutiei ... ....... . ... 1p
O

Problema 4

Fie ay,as, ..., a,, numere naturale. La fiecare pas alegem la intdmplare doi indici ¢ < j

astfel incat a; 1 a; si schimbam numerele a; si a; cu cel mai mare divizor comun si cel mai
mic multiplu comun al acestora. Aratati ca acest proces se termina si ca sirul astfel creat
nu depinde de alegerile facute.

Demonstratie:
Fie p1,po, ..., pr, factorii primi care se afla in descompunerea in factori primi a numerelor
a1,09,...,0p_1 SaU Qp.

Numarului a; 1i asociem k — uplul (21,22, ..., x;) de exponenti ai numerelor py, ps, ..., Pk

din descompunerea lor in factori primi. Daca la un pas alegem i < j cu a; 1 aj, k — uplele
asociate lor devin:

(min (x4, 21,;) ,min (Ta;, Taj) ..., mMan Ty, Tk j))
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si
(mazx (1,4, 21,5) , max (T2;, ;) , . .., maz (g, Tgj)) -
Notam mutarea (i, 7).

O prima observatie: cele kn numere z; ; nu sunt, in ansamblu, modificate, ci permutate. Mai
mult, starea ce nu permite nicio miscare este cea in care pentru fiecare t = 1, k, avem

/ / /
Ty STpg < os STy

unde ; este exponentul lui p; in numadrul situat, la final, pe pozitia j.
Ramane de aratat ca starea sus-mentionata se obtine, si se obtine indiferent de succesiunea
mutarilor efectuate. Pentru aceasta, fie

Dupa mutarea (t,s), t < s, notam z’;; toate cele nk numere. Avem

2=z, Vie{l,2,...,n}~{t, s}

J7Z
. ;o .
siaf, = min(Ty, Tjs), T = maz(z, Tis), j=1,2,..., k.
C . 7 . ;L .,
Cum a; 1 as, existd cel putin un j =1,2,...,k cu z;; > x;,, deci cu Ty = Tjs Sl 5, = Tjp.

Retinem ca (2, —)* + (25 — 8)> — (250 — t)* — (255 — 5)* = 2(2;¢ — 7;4)(t — 5) <0, daca
Tjt > T sl este 0 dacd z;; = ;5.
Urmeaza ca

n k
XIZZZ <X07

ceea ce, corelat cu faptul ca lista (z;;) este doar permutata de o mutare, arata ca numarul
mutarilor posibile este finit.
Starea care nu permite nicio mutare a fost descrisa anterior si solutia este completa.

Barem:
o Asocierea k-uplului pentru fiecare a; ... ......... i 2p
o Scrierea starii finale ... ... .. 2p
« Demonstrarea faptului ca starea finala se obtine si ca procesul se termina ... ..... ... 3p

Observatie. Se acorda 3 puncte pentru demonstratia faptului ca procesul se termina, iar 4
puncte pentru demonstrarea faptului ca starea finala nu depinde de alegerile facute.

[
Problemele 1-4: .. ... .. . . . 4 % Tp=28p
Puncte acordate din oficiu: ........ ... .. Op
Total: 28p
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