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§1 Solutii

Problema 1
—b —b
Daca a4 = —16, ¢ # d, atunci ¢ este egal cu:
c—d d—c
1 1
—— 1 — ~1
a) T b) 16 c) T d) —16
—b —b —b
Demonstratie. ;L_ L= —?c ) = —Z_ 5= —(—16) = [16]
RAspuns corect: [ D) | ... 5p
O
Problema 2

Varstele celor 4 verisoare din familia lonescu sunt 3, 8, 12, 14, nu neaparat in aceasta ordine.
Suma varstelor loanei si Adinei este un numar divizibil cu 5, suma varstelor loanei si Dianei
este si el un numar divizibil cu 5. Care este varsta celei de-a patra verisoara, Maria?

a) 3 b) 8 ¢) 12 d) 14

Demonstratie. Singurele perechi dintre cele patru numere cu suma divizibila cu 5 sunt (3, 12)
si (8,12). Numarul comun este varsta loanei, adica 12, Adina si Diana au varstele 3 si 8, nu
neaparat in aceasta ordine, iar Maria are ani.

Raspuns corect: [d) | .. ... 5p

Problema 3
Numarul numerelor naturale n pentru care —16 < y/n — /81 < 2 este egal cu:

a) 122 b) 120 c) 121 d) 11

Demonstratie. —16 < \/n—/81 <2 <= —16 < /n—9<2 <= —16+9 < /n < 2+9 <
—7 < /n <11

Prima parte a inegalitatii este adevarata pentru orice numar natural pentru ca /n > 0, oricare
ar fin € N, iar /n <11 <= n <121 = n €{0,1,2,3,...,120}, multimea solutiilor fiind

de cardinal [121],
RASPUNS COTECE: [ C) | ..o e op

Problema 4

Care este suma numerelor reale a si b care sunt solutii ale ecuatiei
la+3|+b>—14b+49 =0 ?

a) 10 b) 4 c) —11 d) o
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Demonstratie. Ecuatia data este echivalenta cu
la+3|+(b—-17)*=0.

Cum |a+ 3| > 0 si (b —7)*> > 0 obtinem c& are loc cazul de egalitate. De aici, a = —3 si b= 7.
Suma lor este egala cu .

Raspuns corect: |b) | ... 5p
O
Problema 5
Numerele reale a si b verifici inegalitatea a? + b* — 10av/6 — 12b4/5 + 330 < 0. Valoarea

6 5
numarului z = <b + ) - (b — a) este egala cu:
a

NED
“ 6+ 5

Demonstratie. Inegalitatea dat se rescrie a®—2a-5v/6+(5v/6)%4+b%—2b-6y/5+(61/5)2 < 0 <=
2 2
(a — 5\/6) + (b — 6\/5) <0 < a=>56sib=6+5. Valoarea lui x este egala cu .

RAspuns corect: [d) | ... ... 5p

a) v/30 b) d) 1

o] =

Problema 6
Numerele reale a, b, ¢ verifica relatiile [a,b] N Z = {a,b,c} si a® + b* — 5b = 9. Valoarea
produsului abc este egala cu:

a) 60 b) 2022 c) 6 d) 24

Demonstratie. Din [a,b]NZ = {a,b,c} = a, ¢ si b sunt numere intregi consecutive ordonate
crescator. Deci b = a + 2 si inlocuim in a doua relatie obtinand astfel a® + (a + 2)? — 5(a + 2) =
9 <= 2a® — a = 15. Putem evita folosirea formulelor de rezolvare pentru ecuatia de gradul al
IT—lea formand in membrul stang un patrat. Inmultim ecuatia cu 8 si obtinem 16a? —8a = 120,
adiugdm cate un 1 in fiecare membru al egalititii si avem (4a — 1)* = 121, care are o unici
solutie intreaga a = 3, de unde ¢ =4 si b = 5. Produsul abc are valoarea .

RASPUNS COTeCt: [Q) | ...t op

Problema 7
6x + 5

Pentru a = 10%, b = 7% si x € Z care este solutie a inecuatiei

‘ < 1, determinati

[a — b], unde [t] reprezinta partea Intreaga a numarului real .

a) 3 b) 1 c) 0 d) -1

6x +5
4

1
-9<br< -1 <— —§<x<—6.Cumx€Z = = -—1.

1 1 3 3
p=——=_"p § 1< - b =[—1]
a—>b T =0 entru ca —1 < 70<0 = [a — b

62 + 5
Tt <1 <= —4<6r45 <4 —

Demonstratie. ) ‘ <1l = -1«
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Raspuns corect: [d) | ... ... 5p

Problema 8

Daca (z — 2)(z + 2) = 12, atunci valoarea expresiei (22 + z)(2? — x) este egali cu:

a) 256 b) 16 ¢) 0 d) 240

Demonstratie. (x + 2)(x —2) = 12 <= 2? -4 = 12 <= 2? = 16. Pe de altd parte
(22 + z)(2? — x) = 2* — 2% = (16)> — 16 = 256 — 16 = [240|

RASpuns corect: [d) | ... ..o 5p

Problema 9

Fie A = \/(n +3)(n+4)(n+5)(n+6) + 1, unde n € N. Dintre urmatoarele afirmatii care
este cea adevarata?

a) A€ R\ Q, oricare ar fin € N b) A€ Q\ Z, oricare ar fin € N

¢) A este numar natural impar, oricare ar  d) A este numar natural par, oricare ar fi
fineN neN

Demonstratie. Pentru a face calculele mai usoare vom nota cu a = n + 3.

A= (n+3)(n+4)(n+5)(n+6)+1:\/a(a+l)(a+2)(a+3)+1:

:\/(a2—|—3a)(a2+3a+2)+1: \/(a2+3a)2+2(a2—1—3a)—|—1:

=/(a? +3a+1) :’a2—|—3a—|—1‘:a2+3a+1€N.

Mai mult, a® + 3a este numar par pentru ci este suma a dousi numere de aceeasi paritate, deci

A este numar natural impar, oricare ar fin € N ‘

RASPUNS COTECt: [C) | ..ot e e op

Problema 10

2 ¥ 6b 6
Fie a, b € R*, astfel incat a® — b? = 3ab. Valoarea numarului A = % + 2 + - ?a + 23

este egala cu:

a) V2 b) 4 c) 2 d)

1 =

Demonstratie. Impartim relatia initiala prin ab (avem voie, numerele sunt nenule) si obtinem

a b
b e

2 B2 6b Ga a? b’ b a a b\’ (b a
/LS AT | ) SRR (e BT S () I (e ) g
Tt 2= 2t (a >+ + < >+ < >+

32 4+6-(—3) 425 =16. Deci A =[4].
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RASpuUns corect: [ D) | ... 5p

Problema 11
Fie x, y € N*, > 4 astfel Incat 9272 + 9¥*2 < 2. 32+, Numarul 3% + 3V este divizibil cu:

a) 41 b) 5 c) 4 d) 23

Demonstratie. 9°72 4+ 9v+2 < 2. 3710« 32@-2) _ 9. 32 3u+2 4 320042) < ()
(372 —3ut2)? <) — 3232 o 2=y 42 < z—y=4

3T +3¥=3"-(3"Y+1)=3Y (3" + 1) = 3¥ - 82. Singurul dintre numerele din lista care este
divizor al numarului 3% + 3¢ este [41]

RASPUNS COTECE: [a) | ..o op

Problema 12
In cubul ABCDA'B'C'D’ notim cu M proiectia punctului A’ pe dreapta AC’. Valoarea

raportului - este egala cu:
1 1 1
— b) = 2 d) -

Demonstratie. AA' 1 (A'B'C"), A'C' C (AB'C") = AA’ 1. A'C". In triunghiul dreptunghic
AAA'C" aplicam teorema catetei pentru fiecare dintre catetele (AA’), respectiv (C”A’) si obtinem

AA?  AM - AC'
AA? = AM-AC', respectiv A'C" = MC'-AC’. Obtinem in continuare = ¢

ACE ~ MCO-ACT
AM [T
MC' | 2]

Raspuns corect: [d) | ... ... 5p
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Problema 13

In prisma patrulatera regulats ABCDA'B'C'D’ de bazi ABCD notam cu M, respectiv
N mijloacele laturilor (AB), respectiv (BC). Fie AB'N A’'B = {O}. Masura unghiului
determinat de dreptele OM si AN este egala cu:

a) 90° b) 60° c) 30° d) 0°

Demonstratie. Punctul O este mijlocul fiecarei diagonale, deci AO = OB’. Dar si AM =
MB = OM este linie mijlocie iIn AABB’ = OM || BB'. Dar BB’ 1 (ABC) =

OM L (ABC). Cum AN C (ABC) = OM L AN = m(Z(OM, AN)) =[90°].

D C
A : B
D
-D Cc
51 EETR VIR IR
----------------- N
A M B
RASPUNS COTECt: [a) | ..o o5p

Problema 14
Fie ABC'D un paralelogram de arie 1. Notam cu O intersectia diagonalelor (AC) si (BD).
Fie M € (CD), AMNBD = {FE}, iar MBNAC = {F}. Suma ariilor triunghiurilor AADE

si ABFC este egala cu 3" Care este aria patrulaterului M EOF?

a) — b) c) — d) —

10

0|

1
Demonstratie. Sa observam mai intai ca Aayp = 3 pentru ca este jumatate din aria paralelo-

1
gramului. Apoi Asop + Apoc = 3 pentru ca fiecare are suprafata egala cu o patrime din aria

lui ABCD. Axgo + Agor = Aapo + Asoc — Aapre — Apcr = ; — il)) = é In final avem ci
-AMEOF:AAMB_AAEO_-ABOF_-AAOB:1_1_1: i

276 4 |12

] M cC
- .
O
A B

RaAsSpuns corect: [a) | ... ... 5p
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Problema 15

. BM
In tetraedrul ABCD stim ca AD L CD si CD L BC. Fie M € (AB) astfel incat VA~ 2,

iar N este proiectia punctului M pe dreapta C'D.

Val tl'c i la
aloarea raportului —— este egala cu:
P ND g

a) b) c) 2 d)

N | —
W
Wl Do

Demonstratie. Vom folosi metoda numita redefinirea punctului pentru a-l construi pe N. Pentru
asta vom construi planul care trece prin M si este perpendicular pe dreapta C'D.
Fie MS || BC, S € AC. Dar BC L CD = MS 1 CD (1). Fie SN, | AD, N, € CD.
Cum AD L CD = SN; L CD (2). Din (1) si (2) = DC L (MSN;), dar si MN; C
(MSN;) = MN; L CD. Cum proiectia unui punct pe o dreapta este unica rezulta ca
Nl = N

CN CS BM

Aplicand teorema lui Thales obtinem ND - SA- MA- 2]

RASPUNS COTECE: [C) | ..o op

Problema 16

In cubul ABCDA'B'C'D’ cu AB = 4 cm, consideram M si N centrele fetelor BCC'B’,
respectiv A’B'C'D’. Planul (AM N) intersecteaza dreapta C'C” in punctul P, muchia (BC) in
punctul @, iar muchia B’C” in punctul S. Raportul ariilor triunghiurilor APNS si APAQ
este egal cu:

a) ﬁ b)

: 0 a)

| —
co| —
A~

Demonstratie. AA" || CC" = A, A',C,C" sunt puncte coplanare. N € A'C'’ — AN C
(ACC"). Dreptele AN si CC’ sunt concurente in punctul P’. Dar AN C (AMN) — P =P
PeCC', CC'c(BCC') = Pe (BCC'). Darsi M € (BCC') = PM c (BCC"). Cum
PM Cc (AMN) = (AMN)N(BCC") = PM si atunci punctele S si () sunt, de fapt, punctele
de intersectie ale dreptei PM cu B'C’, respectiv BC. e

Vom lucra in planul (ACC"). Stim ca NC' || AC, NC' = - = (NC") este linie mijlocie in

APAC = PN = P—A

2
(ABC) | (A’B'C"), (AMN)N(ABC) = AQ, (AMN)N(A'B'C") = NS, din teorema fierastraului

: Aprns PN\ |1
NS || AQ = APNS ~ APAQ —> = =|7t
obtinem NS || AQ S Q Apag <PA) 4
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P=P"
c
S ip e
.-‘ ......................
e J G
A B
Raspuns corect: [d) | ... ... 5p
O
Problemele 1-16: ... . . . 16 x 5p = 80p
Puncte acordate din oficiu: ......... .. .. .. 20p
Total: 100p
Timp de lucru: ... 2 ore
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