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§1 Solutii

Problema 1

Cinci prieteni au colectionat impreuna 460 de jetoane. Mihai, care are cele mai multe
jetoane, da celorlalti 4 copii cate 4 jetoane si, astfel, numerele jetoanelor celor cinci copii
sunt 5 numere naturale consecutive. Care este numarul maxim de jetoane pe care il poate
avea Mihai Tnainte de a da din ele prietenilor?

Demonstratie. Daca a — 2, a — 1, a, a + 1, a + 2 sunt cele cinci numere consecutive care se
obtin dupa ce se distribuie jetoanele, atuncia —24+a—-1+a+a+1+a+2 =460 <=
5-a =460 <= a = 92 si numerele sunt 90, 91, 92, 93, 94. Numarul maxim de jetoane pe care
ar putea si il aibd un copil inainte de distribuire este 94 4+ 16 =[110].

Raspuns corect: | 110 .. ... ... 5p

Problema 2

Care este numarul de trei cifre abc care verifica relatia abc : a : b:c =57

Demonstratie. abc:a:b:c=05 <= abc=5-a-b-c. De aici rezultd ci numarul abc | 5 =
c € {0,5}. Daci ¢ = 0 obtinem ci ab0 = 0, situatie care nu convine. Pentru ¢ = 5 obtinem
ca abb = 25 - a-b. Cum ab5 este numir impar rezultd c& a si b sunt cifre impare. Mai mult,
ab5 |25 = b="Tsialb=175-a.

e pentru a = 1 obtinem abc = 175, care este solutie;

e pentru a = 3 relatia devine 375 = 175 - 3, care nu convine;
o pentru a = 5 rezulta 575 = 175 - 5, nici aceasta nu convine;
e pentru a > 7 rezultatul Inmultirii este de 4 cifre.

Singurul numér natural de trei cifre care verifici relatia este [ 175].

Raspuns corect: | 175 ... ... 5p

Problema 3

Pe o tabla este scris un numar natural. La fiecare mutare aveti voie sa faceti una dintre
urmatoarele doua actiuni:

o Stergeti doua cifre vecine ale numarului, daca acestea sunt egale;
o Stergeti o singura cifra a numarului, daca nu are un vecin egal cu ea.

Obtineti astfel, ignorand eventualele spatii libere create, fie un nou numar cu cifrele ramase,
fie tabla goala. Care este numarul minim de mutari necesar pentru a face ca numarul
1234554321 sa dispara de pe tabla?
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Demonstratie. Pentru a obtine tabla goala din cat mai putine mutari este optim ca la fiecare
mutare sa stergem cate doua cifre vecine egale, lucru care este posibil, asa cum este descris mai
jos.

1234354321
12344321
123321
1221
98
Numirul minim de mutari este [5]
RaAsSpuns corect: | 5| ... ..o 5p

Problema 4

Intr-un mic sat situat de-a lungul raului Olt sunt 9 case aliniate. In fiecare casa locuieste cel
putin o persoana, iar daca adunam numarul de persoane care locuiesc in oricare doua case
vecine, obtinem mereu un numar cel mult egal cu 6. Care este numarul maxim de persoane
care locuiesc 1n sat?

Demonstratie. Vom nota cu ay, as, ..., ag numarul de persoane din fiecare cele 9 case. Stim ca
fiecare dintre aceste numere este mai mare sau egal cu 1 si este cel mult 5 pentru ca a; +a;11 < 6.
Putem exprima numarul tuturor locuitorilor astfel:

2-(a1+a2—|—...+a9):(a1—|—a2)+(a2+a3)—|—...+(a8—|—a9)+a1—|—a9.

Dar (a; 4+ ag) + (ag +a3) + ... + (ag +ag) +a; +ag < 6+6+...+6+5+5=6-8+ 10 = 58.
Se pare ca numarul maxim de persoane care locuieste in acel sat este 29. Este necesar sa oferim
si un exemplu pentru a dovedi ca acest maxim se poate obtine. Distributia

51,5 1,5 1,5 1, 5

ofers, un model, ceea ce ne asigurs cd numarul maxim al locuitorilor este |29,

Raspuns corect: |29 | ... ... o5p
m
Problema 5
Un sir de cifre incepe cu secventa 3, 4, 2, 8, 6, 8, ,.... Cifrele sirului se obtin astfel: primele

doua cifre sunt 3 si 4, iar fiecare dintre urmatoarele cifre este ultima cifra a numarului
obtinut prin Inmultirea celor doua cifre anterioare. Care este a 2022—a cifra a sirului?

Demonstratie. Ideea principala de rezolvare a unei astfel de probleme este de a gasi secventa
care se repeta, care este lungimea si care sunt cifrele.

Aplicand regula de formare a sirului obtinem 3, 4, 2, 8, 6, 8, 8, 4, 2,.... Prima cifra nu mai
apare niciodata in sir, iar secventa care se repeta este 4, 2, 8, 6, 8, 8, de lungime 6. Pentru a
afla a 2022—a cifra o eliminam pe 3 si aflam cate secvente sunt scrise complet pana acolo si care
este pozitia in secventa a cifrei de pe locul 2022. Cum 2021 = 6 - 336 + 5 rezulta ca sunt 336
secvente complete si al cincilea numar din secventa este cel cautat, adica .

RaAspuns corect: |8 | .. ... o5p
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Problema 6

Spunem ca doua numere de trei cifre, a si b formeaza o pereche interesanta, daca cea mai
mica cifra a lui a este egala cu cea mai mica cifra a lui b si diferenta dintre cea mai mare
cifrd a lui a si cea mai mare cifra a lui b este egala cu 8 (numerele 809 si 100 formeaza
o pereche interesantd). Care este cel mai mare numar natural care este suma numerelor
dintr-o pereche interesanta?

Demonstratie. Cele doua numere dintr-o pereche interesanta sunt distincte pentru ca cea mai
mare cifra a lui a este mai mare decat cea mai mare cifra a lui b, mai mult cea mai mare cifra
a lui b poate fi doar 1 pentru ca diferenta 8 o putem obtine doar in doua moduri, 8 =8 — 0
si 8 = 9 — 1. Numarul b este format din trei cifre, deci cea mai mare cifra a lui nu poate fi 0
si singura varianta este ca cea mai mare cifra a lui este 1. Asadar, numarul b este unul dintre
numerele 100, 101, 110 sau 111. Suma maxima se obtine pentru perechea (991,111) cu suma

[1102]

Raspuns corect: | 1102 | . ... op

Problema 7

Maria colectioneaza fotografii cu sportivii preferati incepand cu anul 2017. Pana la sfarsitul
fiecarui an ea reuseste sa adune atatea fotografii cate avea la un loc in anteriorii doi ani.
Daca in 2021 avea 85 fotografii si in 2020 avea 51 de fotografii, cate fotografii a colectionat
in anul 20187

Demonstratie. Vom nota cu x,, numarul de fotografii colectionate pana la sfarsitul anului n.
Atunci, @021 = To020 + T2019 == To019 = L2021 — Too20 = 80 — 51 = 34. Apoi, Top =
To019 + L2018 == L2018 = L2020 — L019 = 01 — 34 = 17.

In anul 2018 Maria a colectionat fotografii.

Raspuns corect: | 17| ... ... 5p

Problema 8

Andrei, Bogdan si Cristi joaca un joc de noroc. Jucatorul care pierde jocul plateste celorlalti
doi cate o suma de bani. Prima data a pierdut Andrei, iar Bogdan si Cristi si-au dublat
sumele initiale. Apoi a pierdut Bogdan, iar Andrei si Cristi si-au dublat sumele pe care le
aveau la sfarsitul primului joc. A treia oara a pierdut Cristi, iar Andrei si Bogdan si-au
dublat sumele pe care le aveau pana atunci. La sfarsitul jocului s-a constatat ca fiecare
jucator avea 24 RON. Ce suma a avut Andrei la inceput?

Demonstratie.
Solutia I:

Runda | A | B | C
I 39121112

11 6 (42|24
III 1212 | 48
Final |24 |24 |24

Vom folosi metoda mersului invers. Se poate urmari foarte usor in tabel cum se modifica sumele
de bani ale celor trei copii dupa fiecare etapa.
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o La final Andrei isi dubleaza suma, adica avea 12 RON si Bogdan la fel tot 12 RON. Cristi
avea 1n plus cat a dat celorlalti doi copii, adica 24 4+ 12 + 12 = 48 RON.

e Dupa etapa a doua Andrei isi dubleaza suma, adica avea 6 RON inainte de aceasta etapa si
Cristi, care 1si dubleaza si el suma, avea 24 RON. Bogdan avea in plus cat a dat celorlalti
doi copii, adica 12 + 6 + 24 = 42 RON.

e Dupa prima etapa Bogdan isi dubleaza suma, adica avea 21 RON si Cristi, care isi
dubleaza si el suma, avea 12 RON. Andrei avea in plus cat a dat celorlalti doi copii, adica

6+ 21 + 12 =[39] RON.

Solutia II:
Facem tabelul cu suma fiecarui jucator dupa fiecare runda.
Runda A B C
I A-B-C=A4A, 2B 2C
IT 244 2B— A, —-2C =B, 4C
I11 4A, 2B, 4C' - 2A, — By
Final 24 24 24

4A1 =24 — A, =6
2B =24 = B; =12
4C —2A1 —B1 =24 — 4C—-2-6—-12=24|+ 24
4C =48 | : 4
C =12
2B— A, —2C =B,
2B—6—2-12=12|+6+24

2B =42 |: 2
B =21
A—B-C=A4

A—21-12=06|+21+12
La Inceputul jocului Andrei avea RON.
Raspuns corect: |39 | .. ... op

Problema 9

Tricourile unei echipe sportive sunt numerotate cu numere naturale diferite. Antrenorul i-a
aliniat in sir astfel incat la capatul din dreapta al randului sta jucatorul cu numarul 72 si
fiecare numar al oricarui alt membru din echipa divide numarul vecinului din dreapta sa.
Care este numarul maxim de sportivi din echipa?

Demonstratie. Divizorii lui 72 sunt 1, 2, 3, 4, 6, 8, 9, 12, 18, 24, 36, si 72. Cel mai lung sir de
numere 1n care fiecare este divizor pentru cel care urmeaza dupa el are @ numere.
Se pot gasi mai multe exemple: 1, 2, 4, 8, 24, 72 sau 1, 2, 6, 12, 36, 72 sau 1, 3, 9, 18, 36, 72.

Raspuns corect: @ .................................................................... op
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Problema 10

Numerele naturale x si y sunt solutiile ecuatiei 20 + 2% + 3* + 4% + 5* = yyyy. Care este
valoarea sumei = + y?

Demonstratie. Pentru o < 4, 20 + 2% + 3% + 4% 4 5% < 20 4+ 2% 4+ 3% + 44 + 5% = 998 < 1111.
Daca x > 6, deja 5% > 9999. Raméane x = 5, situatie in care 20 + 25 + 35 + 45 + 55 = 4444,
Solutia ecuatiei este x = 5, y = 4, iar suma lor este x +y = @

Raspuns corect: @ .................................................................... op

Problema 11

Cate numere naturale de forma abcd au proprietatea ca 2 - abed = cdab + 3 - ab?

Demonstratie. Egalitatea din enunt este echivalenta cu 200 - ab+ 2 - cd = 100 - cd + 4 - ab, adica
cu 196 - ab = 98 - cd, deci cu cd = 2 - ab. Gisim cate o solutie pentru fiecare alegere a lui ab din
multimea {10, 11,12, ...,49}, asadar sunt de solutii.

Raspuns corect: |40 | .. ... 5p

Problema 12

Produsul varstelor copiilor mei este 1664. Varsta celui mai mare dintre copii este dublul
varstei celui mai mic. Cati copii am?

Demonstratie. Descompunerea in factori primi a numarului 1664 este 27 - 13. Pentru ca 13 apare
o singura data, rezulta ca varsta fratelui mai mic si varsta fratelui mai mare nu se divid cu 13
pentru ca atunci varsta fratelui mai mic ar i 13 - k si varsta fratelui mai mare ar fi 2- 13 - k,
adica produsul tuturor varstelor ar fi divizibil cu 132, ceea ce nu este posibil. Unul dintre fratii
mijlocii are varsta cel putin egala cu 13, deci varsta fratelui mai mare este mai mare strict decat
13. Mai mult, cele doua varste (al celui mai mic si al celui mai mare dintre copii) sunt puteri ale
lui 2, una fiind dublul celeilalte. Analizam urmatoarele cazuri:

o Daci cel mai mic ar avea varsta 1 = 2°, atunci cel mai mare ar avea varsta 2 si nu convine
pentru ca este mai mica decat 13.

o Daca cel mic ar avea 2 ani atunci cel mai mare ar avea 4 ani, iarasi nu convine.

o Daci cel mai mic ar avea 22 = 4 ani, atunci cel mai mare ar avea 23 = 8 ani, iardsi nu
convine.

o Singura situatie posibild este ca cel mic sa aiba 2% = 8 ani si cel mai mare 2* = 16 ani.

Numirul copiilor este [3].
Raspuns corect: | 3| ... ... 5p
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Problema 13

In fiecare dintre patratelele patratului din imaginea de mai jos, Andrei scrie toate cifrele
de la 1 la 9. Apoi calculeaza suma numerelor de pe fiecare linie si de pe fiecare coloana si
obtine 6 numere. Cinci dintre numerele pe care le-a obtinut sunt 13, 14, 15, 16 si 17. Care
este cel de-al saselea numar pe care l-a obtinut Andrei?

Demonstratie. Fiecare numar se aduna de doua ori: o data pe linia din care face parte si o
data pe coloana din care face parte. Cand adunam cele sase rezultate pe care le obtine Andrei,
adunam fiecare numar de doua ori. Notam cu x valoarea celei de-a sasea sume si avem de
rezolvat ecuatia 2- (1 +2+3+...4+9) =134+ 14+ 15+ 164+ 17T+2 < 0 =T+ <
xr = . Un exemplu de aranjare a numerelor pentru care este posibil sa obtinem aceste sume
este descris 1n tabelul de mai jos.

74213
15915
8|6|3|17
16 15 14
Raspuns corect: |15 ... . .. op

Problema 14

Cate numere naturale de doua cifre ab, a > b, b diferit de 0, au proprietatea ca
ab — ba = (a — b)*?

Mihaela Berindeanu

Demonstratie.

Solutia I:

ab—ba = (a —b)® <= (10a+b) — (10b+a) = (a —b)® < 9(a—0b) = (a —b)? =
(a—b)(9— (a—b)*) =0.

Cum a > b, obtinem ci a — b nu poate fi egal cu 0, prin urmare 9 = (a — b)? <= a—b=3.
Numerele ab care satisfac aceastd ecuatie sunt 41, 52, 63, 74, 85 si 96, si sunt in total @ numere.

Solutia II:

Numaérul ab — ba este un numar de cel mult doud cifre, adicd (a — b)? este cub perfect de cel
mult doud cifre. Acestea sunt 0 = 03, 1 = 13, 8 = 23, 27 = 3% si 64 = 43. Pe de alta parte, ab
si ba au aceeasi suma a cifrelor, deci dau acelasi rest la Impartirea cu 3 si diferenta lor este
divizibila cu 3. Ramane ca singurs varianta posibild @ — b = 3. Numerele ab care satisfac aceasta
ecuatie sunt 41, 52, 63, 74, 85 si 96 si sunt 1n total @ numere.

Raspuns corect: @ .................................................................... 5p
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Problema 15

Care este cel mai mare numar natural abc pentru care exista un numar natural nenul n,
astfel incat are loc relatia:

abc+a+b+c=1-2-3-...-n.

Demonstratie. Este util sa cunoastem valorile lui n! = 1-2-3 - ... - n, pentru primele valori
naturale nenule ale lui n.
11=1,21=2 3'=6, 4] =24, 5! = 120, 6! = 720, 7! = 5040. Prin urmare, avem de analizat
doua cazuri, cand n =5 si n = 6.

« Pentru n = 5 relatia devine abc + a + b + ¢ = 120, de unde obtinem c& a = 1 si rescriem

Ibc+1+b+c=120 |- 101 < bec+b+c=19 <= 11b+2c =19 cu solutia b = 1 si
c = 4, iar abc = 114.

o Pentru n = 6 relatia devine abc +a +b+c¢ = 720. Cum a + b +c¢ < 27 =
abc > 720 — 27 = 693, deci a poate fi 6 sau 7.

o Daci a = 6 obtinem 6bc + 6 +b+c = 720 | — 606 = bc+b+c = 114 =
116 + 2¢ = 114. Din aceasta ultima relatie observam ca b este cifra para, dar pentru cea
mai mare dintre ele, adica b = 8 nu obtinem solutie pentru ca cea mai mare valoare pe
care o poate lua 11b + 2c este 11 -8 +2-9 = 106 < 114.

o Daca a = 7 relatia se rescrie%+7+b+ci720 | - 707 = bc+b+c=13 =
11b + 2c = 13, care are solutia b = 1,c = 1, iar abc = T11.

Cel mai mare dintre numerele care sunt solutii ale relatiei date este [711].

Raspuns corect: |T11 | ... ... 5p

Problema 16

Intr-un rand sunt 120 de scaune, unele dintre ele fiind deja ocupate atunci cind vine Andrei.
Acesta observa ca oriunde ar vrea sa se aseze nu poate sa o faca astfel incat scaunele vecine
din stanga si din dreapta lui sa fie ambele libere. Care este cel mai mic numar de scaune
care erau deja ocupate cand a venit Andrei?

Demonstratie. Impartim scaunele in 40 de grupe de cite trei scaune vecine. Daci existd un
grup in care toate scaunele sunt neocupate, Andrei se poate aseza pe scaunul din mijloc fara
a avea un scaun vecin ocupat. Asadar, situatia din enunt este posibila numai daca in fiecare
grup de trei scaune se afla macar un scaun ocupat, adica daca sunt macar 40 de scaune ocupate.
Pe de alta parte, 40 de persoane asezate in scaunul din mijloc al fiecarui grup sunt suficiente
pentru a face ca oricare alta persoana care doreste sa se aseze sa trebuiasca sa o faca langa un
scaun deja ocupat. Minimul cautat este .

Raspuns corect: [40] ... ... op

O
Problemele 1-16: ... . 16 x 5p = 80p
Puncte acordate din oficiu: ...... ... ... 20p
Total: 100p
Timp de lucru: ... 3 ore
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