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§1 Solutii

Problema 1

Numaérul natural n este cel mai mic care verifica egalitatea 7-n® = 11k, unde k este numar
natural nenul. Numarul divizorilor pozitivi ai numarului & este egal cu:

Demonstratie. 7-n®> =11-k = 11| n®, dar 11 este prim, de unde rezultd ca 11 | n. Cum n
este cel mai mic posibil si este diferit de 0, inseamna ca n = 11. Inlocuim in relatie si obtinem
7-115=11-k = k=7 -11%

D, = {1, 7, 11, 112, 113, 11*, 7-11, 7-11%, 7-11%, 7-11*}. Numarul k are divizori.
Raspuns corect: |10 ..... ... 5p

Problema 2

Un numar natural se numeste saltaret, daca este scris doar cu doua cifre distincte, care
alterneaza. De exemplu, 2020 este numar saltaret, dar 2002 nu este saltaret. Cate numere
de 4 cifre saltarete sunt divizibile cu 157

Demonstratie. Cautam numerele de forma abab:15. Cum 5 | 15 = 5| abab = b € {0, 5}.

o Pentru b = 0 numarul devine a0a0. Cum 3 | 15 = 3| a0a0 = 3 | 2a. Pentru ca
(2,3) =1 = 3|a = a€{3,6,9}. Am gasit pdna acum 3 numere sdltarete.

e Pentru b = 5 numarul devine a5a5. Cum 3 | 15 = 3| abab = 3| 2a+ 10 =

3] 2a+ 1. Obtinem a € {1,4,7}, deci inca 3 numere saltarete.

Asadar, @ numere naturale de 4 cifre divizibile cu 15 sunt saltarete.
Raspuns corect: @ .................................................................... 5p

Problema 3

Luca a economisit in vacanta de vara 32 de euro, cu care vrea sa isi cumpere la inceputul
anului scolar 12 pixuri, cel putin cate unul dintre urmatoarele trei sortimente: de 1 euro, de
3 euro sau de 5 euro bucata. Cate pixuri de 5 euro a luat Luca, stiind ca a ales sa cumpere
din acest sortiment numarul maxim posibil.

Mihaela Berindeanu

Demonstratie. Vom nota cu x + 1 numarul de pixuri de 1 euro pe care si le cumpara Luca, cu
y + 1 numarul de pixuri de 3 euro pe care si le cumpara Luca si cu z + 1 numarul de pixuri de 5
euro. Am facut aceasta alegere pentru ca din fiecare sortiment de pixuri copilul isi cumpara cel
putin cite unul, numerele z, y, z putand fi (unele dintre ele) chiar egale cu 0.

Avem relatiile z+14+y+14+2+1 =12 <= x+y+2=9siz+1+3(y+1)+5(2+1) <32 <=

x4+ 3y + 5z < 23. Din ultima relatie scadem x + y + z si obtinem 2y + 4z < 14| : 2 <=

y + 2z < 7. Numarul z ia valoarea maxima 3, caz in care se atinge egalitatea pentru y = 1,
(adica Luca cheltuie toti banii) si numarul maxim de pixuri de 5 euro pe care le poate cumpara

este .

RaASPUNS COTeCt: [ 4| ..o op

Solutii - Clasa a VI-a http:\ \upper.school Pagina 2


https://upper.school/concursuri/

Concursul de matematica Upper.School - Editia 2022 Etapa 11

Problema 4

In triunghiul AABC punctele M si N se afla in interiorul segmentului (AB), astfel incat
M € (AN), AC = AN si BM = BC. Daca m(£LMCN) = 43°, care este masura unghiului
LACB?

Demonstratie. Vom nota cu x = m(LACM) si cu y = m(LNCB).

AC = AN = AACN este isoscel si m(LANC) = m(LACN) = x + 43°.

BC = BM = ABCM este isoscel si m(£LBMC) = m(£LBCM) = y + 43°.

In AMNC suma masurilor unghiurilor este 180° = m(ZLMCN)+m(LMNC)+m(LNMC) =

180° <= 43° +43°+ 2 +43°+y = 180° <= x+y =51° si m(LACB) = 43° + z+y = |94°|

Raspuns corect: |94 | .. ... op

Problema 5

Catelusa Heidi are trei tipuri de meniuri pe care le poate consuma intr-o zi. Primul este
compus din 9 oase, al doilea din 4 oase si o conserva si al treilea din 2 conserve. Saptamana
trecuta ea a rontait 35 de oase. Cate conserve a avut Heidi in meniu saptamana trecuta?

Mihaela Berindeanu

Demonstratie. Notam cu x numarul de zile cu meniul cu 9 oase si y numarul de zile cu 4 oase si
o conserva. Avem 9z + 4y = 35. Cum 9z < 35 = z € {0,1,2,3}. In plus z este impar, deci
x € {1,3}. Pentru x = 1 avem 4y = 26, imposibil. Pentru x = 3 avem 4y = 8, deci y = 2. Cum
saptamana are 7 zile, vom avea timp de 7 — 3 — 2 = 2 zile meniul cu 2 conserve pe zi. Prin
urmare, avem 2 -2 + 2 = @ conserve in meniul din aceasta saptaméana.

Raspuns corect: @ .................................................................... op

Problema 6

In desenul de mai jos atribuim fiecirui punct notat cu A, B, C, D, E, respectiv F o cifra de
la 1 la 6. Nu exista doua puncte distincte care sa aiba atribuita aceeasi cifra. Se calculeaza
suma numerelor pe fiecare linie, obtinandu-se 5 astfel de sume. Suma totala a acestor sume
este 47. Care este numarul atribuit punctului B?
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Demonstratie. Fiecare punct, cu exceptia lui B apartine la doua drepte si numarul care i-a
fost atribuit se aduna de cate doua ori in cele 5 sume. Punctul B apartine la trei drepte,
deci se aduna de trei ori. Suma celor 5 sume este, de fapt, de doua ori suma numerelor
1, 2, 3, 4, 5, 6 plus valoarea atribuita punctului B. Notam cu b acest numar si obtinem
b+2 - (14+2+34+4+5+6)=47 <= b+2-21 =47 < b=|5]

RaASPUNS COTeCt: | 5| ..o 5p

Problema 7
Care este cea mai mare valoare a numarului natural ab pentru care are loc egalitatea
aa bb  aa+ bb

+ ———, unde a si b sunt nenule?
b a a-b

b b 24 p? b
Demonstratie. Relatia se scrie 11 - a +11.-- =11- i, adica Ll _ ¢ +
’ b a ab ab ab

a?+b*=a+0b. Cum a® > a si b* > b atunci cand a si b sunt mai mari decat 1, egalitatea are
loc doar pentru a = b = 1. Exista un singur numar ab care verifica relatia din enunt si acesta

este .

Raspuns corect: | 11| ... ... . 5p

Problema 8

Care este diferenta pozitiva a cifrelor nenule x si y care verifica relatia 722 + yy* = 777y’

Prin diferenta pozitiva a cifrelor x si y intelegem diferenta dintre cea mai mare $i cea
mai mica cifra.

Demonstratie. Relatia se rescrie (11r)? + (11y)? = 2200 + yy <= (11z)* + (11y)* = 7T -
100 +77 < (1lz)*+ (11ly)2=11-2-100+ 11 -y <= 11%- (22 +4?) =11- (100 -z + y) =
112 (22 +y?) = 11 - 20y < 11(z* + y*) = 20y. Deducem ci 11 | z0y. Conform criteriului de
divizibilitate cu 11 trebuie ca 11 | (z +y), dar 0 < z 4+ y < 18, asa Incat z +y = 11.

Incercam sa mai eliminam din cele 9 cazuri si rescriem ecuatia astfel: 1122+11y? = 100x+y <=
1122 +11y? = 9z + 2 +y <= 1122 +11y?> = 92 + 11 <= 22+ y? = 9z + 1. Observam ca
2? si 9x au aceeasi paritate, de unde rezulta ca y? este impar, adicd y este impar. Ridman de
verificat perechile (2,9), (4,7), (6,5), si (8,3). Singura solutie este x = 8, y = 3, iar diferenta lor
pozitivi este z —y =[5,

Raspuns corect: | 5| ... ... 5p

Problema 9

Se considera unghiul ZAOB a carui masura este de 96°. Se construieste bisectoarea sa, apoi
la cele doua unghiuri noi formate se construiesc bisectoarele, apoi la cele patru unghiuri noi
formate se construiesc bisectoarele, etc. Constructia se repeta atata timp cat unghiurile
noi formate au masura un numar natural. Numarul de semidrepte care se afla in interiorul
unghiului ZAOB la finalul acestor operatii este egal cu:

Demonstratie. Descriem mai jos modificarile care se produc la fiecare etapa.
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1) Avem un unghi de 96° si vom construi o bisectoare;

2) Avem doua unghiuri de 48° si vom construi doua bisectoare;

4

)
)

3) Avem 4 unghiuri de 24° si vom construi 4 bisectoare;
) Avem 8 unghiuri de 12° si vom construi 8 bisectoare;
)

5

Avem 16 unghiuri de 6° si vom construi 16 bisectoare.

Cele 32 de unghiuri formare dupa ultima etapa au cate 3° si constructia nu mai poate continua.
Céand numaram semidreptele din interiorul unghiului nu numaram si laturile unghiului. Numarul
de semidrepte care se afla in interiorul unghiului ZAO B la finalul operatiilor este 1424448416 =

31}

Raspuns corect: |31 ... ... .. . 5p

Problema 10

Se considera in plan 10 puncte distincte. Care este numarul minim de puncte coliniare,
daca ele determina 40 de drepte distincte?

Demonstratie. Se stie ca, daca avem n puncte, oricare trei necoliniare, numarul dreptelor

n(n—1)

numarul dreptelor ar fi 45. Pentru 3 puncte coliniare numarul de drepte scade cu 2, numarul de
drepte lipsa din cele 45 este 5, adica numar impar, prin urmare, daca ar fi doar grupuri de cate
3 puncte coliniare, atunci nu se poate ajunge la 40, care este numar par.

Patru puncte necoliniare, oricare trei, determina 6 drepte distincte. Daca cele 4 puncte sunt
coliniare, atunci dispar 5 dintre cele 6 drepte pentru ca toate 6 sunt inlocuite de una singura.
Numirul punctelor coliniare este [4].

Raspuns corect: |4 | .. ... 5p

determinate de acestea este . Daca cele 10 puncte ar fi necoliniare, oricare trei, atunci

Problema 11

Céand Andrei nu se descurca cu temele la matematica, cere ajutor prietenilor sai pe Discord.
Acum trebuie sa afle suma tuturor resturilor posibile pentru impartirea (10™ — 1) : 37, cdnd
n € N. Bianca i-a trimis rezolvarea imediat. Tu stii care este rezultatul corect?

Mihaela Berindeanu

Demonstratie. Plecam de la observatia 1000 = 999 + 1 = 37 - 27 + 1 = M3; + 1. Pentru n = 0,
avem 10° — 1 = 0, deci restul Impartirii este 0

o« Pentru n = 3k, avem 10" — 1 = 1000F — 1 = (M3; + 1)* — 1 = Mjy, deci restul este 0.

o Pentrun =3k + 1, avem 10" — 1 = 10 - 1000* — 1 = 10 - (M3 + 1)k — 1 = M3; + 9, deci
restul este 9.

e Pentrun = 3/{3+2, avem 10"—1 = 1001000k—1 = 100(M37+1)k—1 = M37+99 = M37+25,
deci restul este 25.

Prin urmare, suma resturilor este 0 4+ 9 + 25 = 34|
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Raspuns corect: |34 | ... .. o5p

Problema 12

3m+2  bn+12
Numerele naturale m si n au proprietatea ca numarul A = + + + este numar
’ 2m +1 2n+5

natural. Care este valoarea numarului A?

3m+ 2 5n+12_2m+1 m+1 4n+10 n—+2 1y m+1

2m+1 2n+5 2m+1 2m+1 2n+5 2n+5  2m+1
9t n+2 34 m—l—lJr n+2 Val .o o fracti 2

= . Valoarea maxima pe care o ia fractia

M+ 5 om+1' 2n+5 1 P A om 1

m < 5 Asadar cea mai mare valoare pe care o ia

7
suma celor doua fractii este — si, cum suma lor este numar natural, rezulta ca singura valoare

_|_

Demonstratie. A =

este — si se
3

obtine pentru m = 1. Pe de alta parte

posibila este 1. Haideti sa ne asiguram ca acest lucru se poate realiza. Vom cauta perechile de

m+1 n -+ 2
=1 1)(2 2 1 2) =
o1t T s <~ (m+1)2n+5)+ 2m+1)(n+2)

C2m+1)2n+5) < 2mn+5m+2n+5+2mn+4dm+n+2=4mn+10m+2n+5 <=
m = n + 2. Asadar, pentru orice pereche (n + 2,n) se obtine valoarea cautata. Valoarea
numirului A este egald cu [4].

Raspuns corect: |4 | .. ... 5p

numere (m,n) pentru care

Problema 13

d L
=% siabtcd =35

Determinati numarul abed care verifica relatiile i
a+c ¢

Demonstratie. In primul rand observam ca cifrele a si ¢ sunt nenule intrucat apar pe prima
pozitie in scrierea zecimala a numerelor ab si c¢d. Mai mult, din a doua conditie se observa ca
a+ce{23}.

. < Ly . . Ct+
e Pentru a + ¢ = 2 avem o singura varianta a = 1 si ¢ = 1. Atunci =

—
a+c
1+d 1 . . .
—— = — <= d = 1. Dar din a doua relatie obtinem 10(a +¢) + b+ d = 35 <~

2 1
204+b+4+d=35 <= b+ d=15side aici b = 14, care nu convine ca solutie pentru ca b
este cifra.

a
C

o Pentru a + ¢ = 3 avem doua situatii:

2+d 1
ca=1lsic=2 = —;—:2 <= 4+ 2d = 3, care nu are solutie.

1+d
ca=2sic=1 = LzQ < 1+d=6 <= d = 5. A doua relatie

devine b+ d = 5, de unde b = 0.

Unica solutie este abed = | 2015 |.
Raspuns corect: | 2015 | ... ... o5p
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Problema 14

Formam toate fractiile care au numaratorul si numitorul din multimea {n,n + 1,n + 2},
unde n € N*. Care este produsul numerelor n, n+ 1 si n+2, stiind ca suma tuturor fractiilor
formate este un numar natural.

Demonstratie. Fractiile echiunitare sunt numere naturale asa incat nu le luam in discutie.
.. n n n+1 n+1 n+2 n+2 2n+2 2n+1
Suma celorlalte fractii este + + + =

n+1 n—i—2+ n +n+2 n n+1 n+1 n-+ 2

— + — =6+ ——— € N*. De aici obtinem ca
n n n o n n+2 n+2 n n(n+2) ’

nn+2) €Dy —= n=1

este solutia unica. Produsul numerelor n, n 41 si n 4 2 este @

Raspuns corect: @ .................................................................... op

Problema 15

Fie A multimea fractiilor zecimale de forma 0, ajasas . .. pentru care ax +ag 3 = 9, Vk € N*.

1
Céate elemente de forma —, n € N*, contine multimea A?
n

Demonstratie. Cum ay + agr3 = 9 = apy3 + arig, avem ap = a6, deci zecimalele oricarui
numar din A sunt periodice de perioada cel mult 6. Asadar, ele sunt numere rationale. Daca

1 o
— € A, exista abedef, unde a poate fi 0, astfel incat
n

1 abedef 999999 —
n T 999009 T T (bedef

sia+d=b+e=c+ f=09. Altfel spus, abc + def = 999, deci def = 999 — abc. Introducand in
relatie obtinem
999999 1001

= 1000abc + 999 — abc = 999(abc + 1) <= —— =abc+1 € N.
n n

Astfel, n | 1001 = 7-11-13, deci n € {1,7,11,13,77,91,143,1001}. Dintre aceste valori 1 nu

convine ca solutie pentru ca numarul 1 este natural, adica nu este fractie periodica. Numarul
. 1
fractiilor de forma — din multimea A este .
n
Raspuns corect: | 7] ... ... . 5p

Problema 16
a
Spunem despre fractia nenula 7 ca se numeste speciala, daca a + b = 15, nu neaparat prime

intre ele. Cate numere naturale se pot scrie ca suma a doua fractii speciale, nu neaparat
diferite?
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Demonstratie. Fractiile speciale sunt

2 78 9 3107211 12 13 14

1 2 3 1 4 5
38 76 25 47 3 271

1
[TAREURC IR TR TR}
Ca suma a doua fractii speciale sa fie numar natural trebuie ca partile lor fractionare sa aiba
suma 0 sau 1. Partile fractionare ale acestor fractii sunt, in ordine,

6
9

12141271103010
147137 4711727378 7727 74 72
e . 31 1 | .. .
Combinatiile care convin sunt 1 + 173 + 5 8 0 + 0. Gasim astfel solutiile:
1 N 11 3
4 4
1 1
S |
2 * 2
1 3
~ 129
2 * 2
1 13
427
2 - 2
3 3
2423
2 * 2
3 13
°L2 -8
2 * 2
13 13
—+—=13
2 2
24+2=14
2+4=6
2+14=16
4+4=28
4+14 =18
14 + 14 = 28.
Numerele cautate sunt 1,2,3,4,6,7,8,13,16, 18, 28, in total .
Raspuns corect: |11 ] ... . .. op
O
Problemele 1-16: ... .. 16 x 5p = 80p
Puncte acordate din oficiu: ....... .. ... 20p
Total: 100p
3 ore

Timp de Tucru: ...
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