5= 2ab+2bc+2ac

‘y= -b + Vb2 - 4ac % ;x
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§1 Solutii

Problema 1

Fie numerele intregi a, b, c astfel incat a < b < 0si (a — b)(a — ¢) < 0. Care este valoarea
32-(la—bl+[b—c[+]|c—a]),
[6(1 = ¢) = ¢(1 = b

expresiei A =

Demonstratie. a <b = a—0b <0, dar (a —b)(a —¢c) <0 = a — ¢ > 0. Ordinea numerelor
este c <a <b<O.

e a<b = la—-bl=b—uq
e c<b = |b—c|=b—g
e c<a = |c—a|l=a—c

Rezulta ca 32 (la —b| + |b —¢| + |c — a]) = 32-2(b — ¢).
Pe de alta parte, avem:

b(l—c)—c(l—=b)=b—c = [b(1—c)—c(l-b)|=b—c

Obtinem:
32-(la—=0b+1[b—cl+|c—a|]) 64(b—c)
|b(1 —¢) —c(1 —b)| b—c
RASPUNS COrect: |64 | ... o op
m
Problema 2

Care este numarul de trei cifre abc pentru care vV aabb = ¢c?

Demonstratie. Ridicam la patrat ecuatia si obtinem aabb = (¢¢)? <= a@a-100+bb = (cc)? =
11-a00+11-b=112-¢* <= a0b=11-¢?, de unde avem ca patratul lui c este un numir de
doua cifre cu suma cifrelor divizibila cu 10, iar singurul patrat perfect de doua cifre care verifica
acest lucru este 64 = 82. Obtinem astfel abc = 748

Raspuns corect: | 748 | ... .. .. 5p

Problema 3

ABCD este un paralelogram, iar M si N sunt doua puncte in interiorul paralelogramului
astfel incat M N || AB. Suma ariilor triunghiurilor AABN si ACDM este egald cu 18 cm?.
Care este aria paralelogramului ABC'D?

Demonstratie. Notam cu F, respectiv F' intersectia dreptei M N cu laturile AD, respectiv BC.

Stim ca DE || CF si EF || AB = DEFC este paralelogram. Notam cu h distanta dintre
hy - DC
dreptele DC si EF. Atunci Aype = — SR 'ADZEFC. Analog obtinem Ay ap = -AABFE‘.

2
In final, Aupep = Apere+ Aapre = 2 (Aupc + Anag) = cm?.
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Raspuns corect: |36 | ... 5p

Problema 4

La un concurs s-au inscris initial 19 baieti si 11 fete. Trebuie sa se formeze 8 echipe astfel
incat fiecare echipa sa aiba acelasi numar de persoane si in fiecare echipa sa fie numar egal
de fete si baieti. Care este numarul minim de fete si baieti care ar trebui sa se mai inscrie
la concurs pentru a se putea forma echipele?

Demonstratie. Pentru a fi numar egal de fete si baieti in fiecare echipa trebuie sa se mai inscrie
cel putin 8 fete, astfel Incat numarul de fete sa fie egal cu numarul de baieti. Copiii se impart in
8 echipe egale, deci numarul de copii trebuie sa fie divizibil cu 8. Dar 38 nu este divizibil cu 8.
Urmatorul multiplu al lui 8 in ordine crescatoare este 40, dar nici acesta nu convine pentru ca
echipele ar fi formate din cate 5 copii, care este numar impar si numarul de baieti nu poate fi
egal cu numarul de fete. Urmatorul multiplu al lui 8 este 48, iar in fiecare echipa vor putea fi 3
fete si 3 baieti. Prin urmare, numarul minim de fete si baieti care ar trebui sa fie inscrisi la
concurs pentru a se putea forma cele 8 echipe este 48 si este necesar sa se mai inscrie minim
copil.

Raspuns corect: | 18| ... ... . 5p

Problema 5

Un tren de calatori este compus din 5 vagoane. In fiecare vagon se afla cel putin un calator.
Spunem despre doi calatori ca sunt vecini daca sunt in acelasi vagon sau in vagoane vecine.
Fiecare calator are 5 sau 10 vecini. Céati calatori sunt in tren?

Demonstratie. Vom nota cu a, b, ¢, d, respectiv e numarul de calatori din vagoanele 1, 2, 3, 4,
respectiv 5. Pentru ca in fiecare vagon se afla cel putin un calator obtinem ca fiecare dintre cele
5 numere este nenul. Un calator din primul vagon are a + b — 1 vecini, iar un calator din al
doilea vagon are a +b+c¢ — 1 vecini. Cuma+b+c—-1>a+b—-1 = a+b—-1=5si
a+ b+ c—1=10. Continuam rationamentul si obtinem d + e — 1 = 5. Numaratorul calatorilor
din tren este a +b+c+d+e=|17]

Raspuns corect: | 17| ... .. 5p

Problema 6

Probabilitatea ca, alegdnd un numar natural de sapte cifre, acesta sa fie egal cu rasturnatul
a

sau este egala cu 3’ unde a,b € N, b # 0, (a,b) = 1. Valoarea absoluta a diferentei acestor

doua numere este egala cu:
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Demonstratie. Fie numarul abedcba = a € {1,2,3,...,9}, b,c,d € {0,1,2,3,...,9} = sunt
9-10-10-10 cazuri favorabile si 9999999 — 999999 = 9000000 cazuri posibile. Probabilitatea este
cazuri favorabile 9000 1
cazuri posibile 9000000 1000
a diferentei lor este egali cu |a — b| = |1 — 1000| = [999 ]

Raspuns corect: [ 990 | .. ... 5p

egala cu P = =—> a =1 si b =1000. Valoarea absoluta

Problema 7

Care este valoarea minima a expresiei

E(x) = /(z — 1)2+/(x — 2)2 + ... + /(z — 2022)2,

unde x este numar real?

Demonstratie. Vom aplica inegalitatea |z| + |y| > |z + y| .

E@) =z — 12+ /(e =22 + ...+ /(z — 2022)2 <=

o — 1) + |z — 2| + ... + |z — 2021] + |z — 2022| >
5 — 142022 — 2| + |z — 2+ 2021 — 2| + ... + |z — 1011 + 1012 — 2| =

2022 - 1011
=2021 42019+ ... +1= — 5 = 1022121.

Sa ne asiguram ca aceasta valoare poate fi atinsa. Egalitatea In inegalitatea modulelor se
obtine atunci cand numerele pentru care o aplicam au acelasi semn, in cazul nostru cand
1011 < 2 < 1012. Pentru x = 1011, de exemplu, se obtine cea mai mica valoare a expresiei, care

este [1022121]

Raspuns corect: | 1022121 | .. ... . . 5p

Problema 8

In triunghiul ABC' consideram inaltimea AD, D € (BC). Punctul M € (AD), astfel incat
AM = 2 cm, iar BC' = 8 cm. Care este valoarea sumei Ay + Aacu?
Am notat cu Apc aria triunghiului AABC.

AM-BD AM-CD AM-(BD+DC) AM - BC
5 9 - 9 - 5

Demonstratie. Aapy + Aacvr =
2

:f:cm?

RaASPUNS COreCt: | 8| .o o op
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Problema 9

In patratul ABCD de latura 10 cm se considera punctele M € (AB), N € (AD) si
P € (DC), astfel incat AM =2 cm, AN = 3 cm si Ayyp = 16 cm?. Care este lungimea
segmentului (PC)?

Demonstratie. Vom nota cu z lungimea segmentului (PC).

Aynp = Aapep — (Aamn + Apve + Apcsy) =

AM -AN DP-DN (P BM) - B
16:ABQ—< + (PC+ ) C)

2 2 + 2

9. 10 — ) - 1
16:100—< 23+(0 233) 7+($+§) 0)

Se obtine solutia PC' = |4| cm.

Raspuns corect: |4 | ... 5p

Problema 10
In triunghiul AABC punctul D este mijlocul lui (BC), punctul E este mijlocul lui (AD)

si {F'} = BEN AC. Raportul de arii A
DCFE
b#0, (a,b) = 1. Valoarea sumei a + b este egala cu:

a
© este egal cu fractia ireductibila 3 a,be,

AF 1
Demonstratie. Vom demonstra ca O " 3 Pentru aceasta consideram punctul P mijlocul
segmentului (FC). In triunghiul ABCF segmentul (DP) este linie mijlocie => DP || EF.
Dar si (AF) = (ED) = (EF) este linie mijlocie in AADP = (AF) = (FP) = (PC).
Stim cd mediana fmparte un triunghi in doua suprafete echivalente. In AAFD stim ca (FE)
este mediana, de unde A rp = Aprg = .

AF - h
AF 1
Notam cu h distanta de la D la dreapta AC. Atunci jg?g = C}% L= CF 3 —
2

Aprc = 4z. De aici obtinem A pc = Apar+ Aprc = 6. In AABC segmentul (AD) este
mediana si obtinem Aapp = Aacp = Aapc = 12z si Apcrrp = bz. Fractia % este egala cu

12
= iar valoarea sumei a + b = .
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Raspuns corect: | 17| ... ... 5p
0
Problema 11
Fie a, b, ¢ numere rationale pozitive, astfel incat > + 59 + 05 =0, (5). Care
T ’ ’ a+7 Tb4+T77  13c+ 169 ’
este valoarea expresieiB-<a+4+ i —|—C+10 ?
a+7 b+11 c+13
Demonstratie. Avem:
5 n 35 n 65 :§{:)
a+7 Tb+77 13¢+169 9
5 35 65 5
a7 T ID)  Bler13) 9
5 n 5 n 5 _§<:>
a+7 b+11 c¢+13 9
1 1 1 1
At 7 brll er13 O
Pe de alta parte,
a+4  b+8 c+10
a+7 b4+11 c+13
a+7 3 b+ 11 3 c+13 3
T at7 at7 b1l bill er13 er13
1 1 1 1 8
_3_3'(a+7+b+11+c+13>_3_3'9_3'
Valoarea expresiei 3 - (ZiiqL bbj—181 +Zi£> este egala Cu3-§:.
RaASpUNS corect: |8 | .. .. op
O

Problema 12

Pe un cerc sunt 11 numere naturale astfel Incat suma oricaror 3 numere vecine este cel mult
19, iar suma oricaror 4 numere vecine este cel putin 25. Suma celor 11 numere este egala cu:

Demonstratie. Fie x1, xo, ..., x11 cele 11 numere date, iar S suma lor. Avem ca x1+xo+x3 < 19,
To+x3+x4 <19, .., 210+ 211 + 21 <19, 211 + 21 + 22 < 19, de unde, prin Insumare, obtinem
35 < 11-19. Cum S este numar natural, deducem ca S < 69. Apoi, r1 + x9 + x5 + x4 > 25,
To+ a3+ x4+ x5 > 25, ..., T19 + T11 + X1 + X2 > 25, 11 + 11 + T2 + 13 > 25, care, adunate,
conduc la 45 > 11 - 25, prin urmare S > 69. In concluzie, suma celor 11 numere este egald cu
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Raspuns corect: |69 | . ... o5p

Problema 13

AM 1
Laturile patratului ABC'D sunt impartite de punctele M, N, P si () in rapoartele VE- 3
BN 1 CP 1 DQ 1 . ) L . .
= —si — , iar T" este un punct situat in interiorul patratului. Stim ca

CN 2 PD QA 2
TNCP este dreptunghl Se stie ca aria patrulaterului BMTN este 24 cm?. Care este aria
patrulaterului AMTQ?

Demonstratie. Vom nota cu t1 = Appen, t2 = Arppg, ts = Aamrg, t4 = Apnrm sicu x

AM BN P D 1
lungimea segmentelor (BN), (CP), (DQ) si (AM). = = ¢ = @ = =

MB CN PD QA 2
MB=CN = DP = AQ = 2z.

BN - (MB+ NT)
2

Patrulaterul M BNT' este trapez dreptunghic si aria lui este t; =

%L;Qﬁj;gfl <« 48 = 312 «— 2?2 =16.

2
Aria dreptunghiului CNTP se exprima astfel t; = PC - CN =222 =216 = 32.
DP-(PT+DQ) 2x-(x+2x) 6a°

DPT(Q este trapez dreptunghic, de unde t, = 5 = 5 =5 = 48.
Aupep = AB? = 92? = 144.
Tn ﬁnal, lf3 = AABC’D - tl - tg - t4 =144 —-32—-48 — 24 = Cm2.
D 2« P x.C
2%
LN
:
B
Raspuns corect: [40 | ... 5p
O
Problema 14
Care este dublul sumei tuturor fractiilor de forma f’ unde z,y € N*, si z < y < 20227
Yy
. 11 1
Demonstratie. Pentru x =1 = y € {2,3,4,...,2022} si avem fractiile = ——. Pentru

273777 2022

2 2
r=2 = y € {3,4,5,...,2022} si avem fractiile = 3 1 2090 Ultima fractie care respecta

regula este Grupam fractiile care au acelasi numitor si obtinem

2022
gL (1.2 1 2 3 1 2 3 2021\
_2+<3+9+«ﬁ+4+4)+‘+Qm2+mm+dm2+”+mm)_
1 2-3 3.4 4.5 2021 -2022
ot s taatas S 2.2022
12 3 4 2021 2021-2022 10112021
T taty Tttt T T Ty T 2
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Dublul sumei cerute este | 2043231 |.

Raspuns corect: [ 2043231 | . ... op

Problema 15

In patrulaterul ABCD stim ca AD || BC, AB = BC = BD. Fie BK 1 AD, K € AD si
BK N AC = {M}. Determinati masura unghiului ZCDM.

Demonstratie. Din AD || BC = m(£BCA) = m(£LCAD) = a. Apoi, BA = BC =
ABAC este isoscel si m(£LBAC) = m(£BCA) =a = m(£LBAD) = 2a.

Triunghiul ABAD este isoscel pentru ca AB = BD —> m(£BDA) = m(£BAD) = 2a.

Din BC' || AD = m(ZCBD) = m(£LADB) = 2a (1) (alterne interne).

In triunghiul isoscel de baza (AD), inaltimea BK este si mediatoarea segmentului (AD),
M € BK = M este egal departat de extremitatile segmentului, adica AM AD este isoscel de
baza (AD) si m(LMAD) = m(£MDA) = a. Unghiul ZCM D este unghi exterior triunghiului
AAMD si, aplicdnd teorema unghiului exterior rezultd m(ZCMD) = 2-m(LMAD) = 2a. (2)
Din (1) si (2) obtinem ZCBD = ZCMD = patrulaterul C BM D este inscriptibil, deci suma
masurilor unghiurilor opuse este de 180° = m(LCBM)+m(£LCDM) = 180°. Dar BC' || AD,

BK 1L AD = BK 1 BC = m(£ZMBC) = 90° si de aici obtinem m(ZCDM) =[90°]

Raspuns corect: |90 | ... 5p

Problema 16

Se considera opt puncte pe un cerc care 1l impart in opt arce de cerc congruente. Se coloreaza
cu rosu n dintre aceste puncte, n < 8. Care este cea mai mica valoare a lui n astfel incat,
oricum s-ar face aceasta colorare, sa existe un triunghi isoscel cu toate varfurile rosii?

Demonstratie. Numerotam punctele in ordine, de la 1 la 8. Cazul n = 4 nu convine; daca se
coloreaza cu rosu varfurile 1, 2, 4 si 5, nu se formeaza un triunghi isoscel cu varfurile rosii. In
cazul n = 5, aplicam metoda reducerii la absurd si presupunem ca se pot colora cinci puncte cu
rosu fara sa se formeze triunghiuri isoscele cu toate varfurile rosii. Daca 1 este rosu, atunci din
perechile (2,8), (3,7), (4,6) cel mult un punct este rosu si atunci, pentru a avea 5 puncte rosii,
si varful 5 este tot rosu. Dar 3 nu poate fi rosu (triunghiul 135 ar fi isoscel) si 7 nu poate fi rosu
(triunghiul 175 ar fi isoscel). Contradictia obtinuta finalizeaza demonstratia. Solutia problemei
este n = .

RASpUNS COTeCt: | 5| .. . op
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Problemele 1-16: . ... ... . 16 x 5p = 80p
Puncte acordate din oficiu: ...... ... ... 20p
Total: 100p
Timp de Tucru: ... 3 ore

Solutii - Clasa a VII-a http:\ \upper.school Pagina 9


https://upper.school/concursuri/

	Soluții

