5= 2ab+2bc+2ac

‘y= -b + Vb2 - 4ac % ;x
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§1 Solutii

Problema 1
Care este solutia reala pozitiva a ecuatiei
x2+9+x2+15 r? + 21 x? + 2019

» 20167
. s+l T oy Tt a3 200

Mihaela Berindeanu

Demonstratie. In partea stanga a ecuatiei este o suma de 336 termeni:

Py P 415 ate2l P21
x x4+ 1 r+2 7 x+335
2 +9—6x 22+15—6x—6 2%2+21—62—12 22 + 2019 — 62 — 6 - 335
+ + +.+ =0 <
T r+1 T+ 2 x + 335
1 1 1
_32.< — .. >:O
(@ ) x+x+1+ +x+335
1 1
Pentru céx>00btinem;+m+...+x+335#O, prin urmare (z — 3)% = 0, decix:.
Raspuns corect: | 3| ... ... 5p
O
Problema 2

Fie z,y € 7Z astfel incat (x — \/§> (x — \/5) < 0 si (y — \/5) (y — \/ﬁ) < 0. Care este

valoarea expresiei E(z,y) = | — y|?

Demonstratie.

. ([E—ﬁ) (:v—\/g) <0 «— x—\/§<0$ix—\/3>05au$—\/§>O$ix—\/5<0.
Primul caz este imposibil pentru ci se obtine x < v/2 si > /5, iar in al doilea caz avem

z € (V2,VB)NZ={2}.

o La fel, (y—\/g)(y—\/ﬁ)<0 — y—+v5<0siy—+v10>0sauy — 5 > 0si
y — /10 < 0. Primul caz nu ofers solutii si in al doilea y € (v/5,4/10) N Z = {3}.

Valoarea ceruti este F(2,3) = |2 — 3| =[1].
RaAspuUns corect: | 1| ... 5p

Problema 3

Sa se determine cifra n din numarul x = 1,n12, care este solutie a ecuatiei
2(z) + = = 2,488

unde cu (x) se noteaza distanta de la x la cel mai apropiat numar intreg fata de x.
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1

— — 0< < =

Demonstratie. (x) = =~ el B 1{x} 2
lz] +1 -2 — §§{x}<1

1
. Cazul]:OS{x}<§.

2 - (1,n12 — 1) +1,n12 =2,488 <= 3-1,nl12=4,488 <= 1,nl12 = 1,496, care nu
convine.

1
e Cazul al IT—lea: 5 <Az} <1

2.-(2-1,n12) + T,nl2 = 2,488 <= 4—2,488 =T, nl2 < T,ni2 =1,512 —
n=1[5]

RaASPUNS COTeCt: | 5| ..o op

Problema 4

Cate numere reale x sunt solutii ale inecuatiei 3 > |4z — 1| + |4z — 5|7

Demonstratie.
3> |42 — 1| + 42 — 5 = |42 — 1| + |5 — 4z >
> [42? =145 —da| = [4a? — 4w+ 1+ 3| = |20 - 1)*+ 3| > 3
Prin urmare, obtinem |(2z — 1)® + 3| = 3 cu solutia unici * = = care verifici inegalitatea

initiala. Numarul de solutii reale al inegalitatii este .
Raspuns corect: | 1| ... ... 5p

Problema 5

Cate numere naturale de 6 cifre au proprietatea ca fiecare cifra din scrierea sa in baza 10
apare de atatea ori cat este valoarea sa?

Demonstratie. Avem urmatoarele cazuri:

o Numirul este format din sase cifre de 6. In acest caz numarul 666666 este singura varianti;

o Numarul este format din cinci cifre de 5 si o cifra de 1. Cum cifra 1 poate ocupa sase
locuri diferite vom avea 6 variante in acest caz;

o Numarul este format din patru cifre de 4 si doua cifre de 2. Putem plasa doua cifre de 2
in 15 moduri diferite. Asadar, vom avea 15 variante in acest caz;

o Numarul este format din trei cifre de 3, doua cifre de 2 si o cifra de 1. Cum cifra 1 poate
ocupa sase locuri diferite vom avea 6 posibilitati pentru cifra 1. Pentru fiecare varianta de
pozitionare a cifrei 1 vom putea plasa doua cifre de 2 in cele cinci pozitii ramase in 10
moduri diferite. AplicAnd regula produsului vom avea 6 - 10 = 60 variante in acest caz.

Deci putem gasi un total de 1 +6 + 15+ 60 = astfel de numere.
Raspuns corect: |82 ... ... .. . . 5p
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Problema 6

Care este solutia reala a ecuatiei

2022 |2

Am notat prin |x| partea intreagd a numarului real x.

Demonstratie.
2022 |2
L—x%—J +zr -6V —T7T=-2 <
120
2022 |2
{—x+120J +2r—-T7T—-6Vx—T+9=0 <
2022 | 2
2022 | 2
Din a doua ecuatie obtinem solutia x = 16, care verifica si prima ecuatie pentru ca
L 16+2022J—FO2J—0E ti lutia unica egali = 16]
120 | = | o] = O Ecuatia are solutia unicé egald cu z = .
Raspuns corect: |16 ... ... op
]
Problema 7

Fie VABC o piramida cu baza AABC triunghi echilateral, iar O este centrul cercului
circumscris bazei. Paralelele prin O la VA, VB, V' intersecteaza fetele opuse in A’, B’,
OA n oB’ n oc’
VA VB VC

respectiv C’. Valoarea sumei S = este egala cu:

Demonstratie. Fie {S} = AONBC. In AV AS fie OA’ || VA, A’ € VS. Din teorema fundamen-
A/
tala a asemanarii obtinem ASOA" ~ ASV A, de unde gj = (X)/A' (1)

Punctul O, centrul triunghiului echilateral AABC este si centrul de greutate, de unde rezulta

1 A 1 B’ 1 ! 1
ca Si = — si din (1) obtinem ‘O/A =3 Analog obtinem si ‘O/B =3 si ‘O/(é =3 de unde
OA OB

oc’
S_VA+VB+VC_'

RaAspuns corect: | 1| ... op
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Problema 8

Determinati numarul natural prim p pentru care 16p + 1 este cubul unui numar intreg
pozitiv.

Demonstratie. 16p +1 = k* <= 16p = (k — 1)(k* + k + 1) <= Observam ci numarul
k? + k + 1 este numér impar, de unde k —1 =16 <= k=17sip=17>+17+1=307].

Raspuns corect: 307 | ... ... . 5p

Problema 9

Prin schimbarea ordinii cifrelor unui numar natural de doua cifre, patratul acestuia creste
cu 495 fata de patratul numarului initial. Care este acest numar?

Demonstratie. Vom nota cu ab numarul initial.

(6a)" — (@) = 495 <= (ba—ab) (ba+ab) =495 <= (9b— 9a) (1la + 11b) = 495 <=
(b—a)(a+b)=5 = b—a=1sia+b=5 = a=2sib=3.

Numirul ciutat este [23]

Raspuns corect: |23 | .. ... . o5p

Problema 10

Care este valoarea maxima a expresiei
E(z,y) =z +y+ay—z° -y,

unde z,y € R?

Demonstratie. Expresia se rescrie astfel:
2 _ 2z + 2y + 2zy — 22 — 2y? _ —(z—y?—(z—1)2—=(y—1)7?

E(z,y) = z+y+ay—1>—y +
1<1.Pentrux—y=0,z—1=0siy—1=0, adica pentru x = y = 1 se obtine valoarea
maxima si aceasta este .

RaAspuns corect: | 1| ... .. op

Problema 11

Fie ABCDA’'B'C’'D’ un paralelipiped dreptunghic cu AA" =12 cm, AB =6 cm si BC' =4
cm. Vom nota cu M mijlocul muchiei (AB). Care este valoarea cotangentei unghiului
determinat de planele (A'DM) si (D'DM)?

Demonstratie. Fie M’ mijlocul segmentului (A’B’). Cum MM’ || DD" = punctele D, D" M
si M’ sunt coplanare si D’DM M’ este dreptunghi.

Fie AP L D'M', P € D'M'. Cum DD' L (A'B'D'), AP C (A'B'D') = DD' L A'P. Dar
A'P L D'M', DD' € (DD'M), D'M' C (DD'M), DD' N\ D'M’ = {D'} = A'P L (D'DM).
Fie PS L DM, S € DM. Din teorema celor 3 perpendiculare rezulta ca A’S L DM. Pentru
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¢i PS L DM, A'S L DM, PS c (D'DM), A'S C (A'DM), SN PS = {S} =

L(ADM),(D'DM)) = £PSA’. Vom calcula ctg acestui unghi in AA’PS care este dreptunghic

in P pentru ca A'P 1 (D'DM) si PS C (D'DM). In AA’D'M’, care este triunghi dreptunghic
C1 - Co A,D/ . A/M/ 12

calculam inaltimea corespunzatoare ipotenuzei A'P = — = = =2 Stim cs
7 'lp D/M/ 5 5

. PS 12

(PS)=(DD') = PS =12s5ictg(£LPSA') = TP 12 H
5
D C
P!
A 4 E
. :
- T

Raspuns corect:

Problema 12

Fie paralelipipedul dreptunghic ABCDA'B'C'D'. Care este valoarea numarului real x
pentru care are loc egalitatea

Apac =1 (-A%IAD +Abicep + -A2DAC) ?

Am notat cu A,pe aria triunghiului AABC.

Demonstratie. Problema este o binecunoscuta proprietate a tetraedrului tridreptunghic.
Vom notacua = AD, b= DC si ¢ = DD'. Vom exprima cele patru arii in functie de dimensiunile
paralelipipedului. Pentru asta avem nevoie de inaltimea din D’ a triunghiului AD’AC.
D'D 1 DA, D'D 1 DC, DA,DC C (DAC), DAnDC = {D} = DA 1 (DAC).
Aplicam teorema celor 3 perpendiculare astfel: DD' 1 (DAC), construim DM 1 AC, M €
AC, DM,AC C (DAC) == D'M 1 AC. In ADAC segmentul (DM) este iniltimea
DA-D b
¢ - ¢ .In AD'DM aplicam teorema
AC Va2 + b?
2p2 202 1 202 1 202
lui Pitagora, de unde obtinem D'M? = D'D? + DM? = ¢ + a _ G ve £
2 2 7 272 | 12,2 | 22 a® +b* a® + b
D'M= - AC 1 a*b®+b°c” + c*a 5 19 I s 99 9.9
I 1 agp (@A) =@+ e+ cdat). (1)

DD"”?.DA* DD”?.DC?* DA?.DC?
Pe de altd parte, A% 4p + AL cp + AHac = 1 + n 4 1 —
a’c® vt a®h?

= (2
4+4+4 (2)

Din (1) si (2) obtinem A%, .o = A% 4p + Aop + Ad e, asadar z = .

corespunzatoare ipotenuzei, de unde DM =

2 —
Abrac =
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Raspuns corect:

Problema 13

1
Pentru cate valori reale ale numarului a, care apartine intervalului (1,9), numarul a — —

a
este numar intreg?

. 1 a?>-—1 . . i
Demonstratie. Vom nota k =a — — = , k € Z* pentru ca a # +1. Numarul a este solutie
a a

a ecuatiei de gradul al I1-lea a®> — ka — 1 = 0, care are solutii reale pentru ci A = k% +4 > 0.

k+Vk?+4
2

Solutiile convenabile pentru a sunt doar cele de forma a =

k+ VR + 4
2

pentru ca a este pozitiv.

l<a<9 <<= 1< <9 <<= 2<k+VkE+4<18.

o Aceasta dubla inegalitate se verifica pentru k € {1,2,3,4,5,6,7,8}.
e Pentruk>9 — k+Vk2+4>9++/85> 18.

o Pentru £ < 0 vom demonstra ca are loc k + vk% + 4 < 2, asadar nu mai gasim si alte
solutii. Intr-adevar, k + Vk? +4 <2 <= Vk? +4 <2 — k. Putem ridica inegalitatea la
patrat pentru ci 2 — k > 0 si obtinem k? + 4 < k? — 4k + 4, adevirata.

1
Numarul @ — — este intreg pentru | 8] valori.
a

RaASpUNS corect: |8 | .. .. op
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Problema 14

In varfurile si pe laturile tetraedrului ABCD se scriu toate cifrele nenule si numarul 11,
astfel Incat numarul scris pe fiecare muchie este suma numerelor scrise in extremitatile ei.
Numarul scris pe muchia (C'D) este 9. Care este numarul scris pe muchia (AB)?

A

/N

7

/1)

—~ - 7’
BN\ ~— »w D

Demonstratie. Sa observam mai intai ca 1 si 2 sunt pe varfuri, ele neputand fi scrise ca suma
a doua numere dintre cele pe care le avem la dispozitie. Pe de alta parte, 11 poate fi atribuit
doar unei muchii pentru ca suma cu oricare dintre celelalte numere este mai mare strict decat
numerele care au fost scrise in varfuri si pe muchii.

 dacd 1 si 2 nu sunt in extremitatile segmentului (C'D), atunci amandoud sunt extremitatile
segmentului (AB). Insa, in aceasta situatie, suma tuturor numerelor atribuite varfurilor
ar fi 12, adica nu se poate obtine 11 pe nicio muchie.

e daca in C' 1l avem pe 1, atunci in D 1l avem pe 8 si acest caz nu este posibil pentru ca 2
ar trebui sa se afle In A sau B si impreuna cu D se obtine suma 10, care nu face parte din
lista de numere.

e daca In C' este scris numarul 2, atunci in D este scris numarul 7.

o daca in A este 1, atunci in B este neaparat 4 pentru ca 11 se poate obtine din perechile
(2,9), (3,8), (4,7) si (5,6), iar pentru completarea de pana acum singura varianta posibila
este (4, 7). Pe muchia (AB) este scris numarul 5, iar configuratia este prezentata in desenul
de mai jos.

o daca In B este 1, atunci, din aceleasi considerente, in A este 4, suma scrisa pe muchia
(AB) este b, iar configuratia este prezentata in desenul de mai jos.

o din simetrie, in cazul in care 1 sau 2 sunt scrise in D, se obtin configuratii simetrice.

Am demonstrat astfel ca numarul scris pe muchia (AB) este [5].
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6

/AN /N

>
/:
]
\l
< |
U\_,
mlﬂ
~
=]
()

4
B

Raspuns corect: | 5| ... ... 5p

Problema 15

Pe planul trapezului ABC'D, cu AB || CD se ridica, de aceeasi parte a planului, perpen-

dicularele AA’, BB, CC', DD'. Daca AB = x, CD =y, AA' = 13, BB' =5, CC' = 4,

DD’ = 6, iar dreptele A’C’ si B'D’ sunt concurente, atunci valoarea raportului T este egala
Yy

cu:

Demonstratie. Notam cu a = AA', b= BB’', c=CC’, d = DD’ si vom demonstra ca dreptele
a—b

. o . . o L
A'C" i B'D’ sunt concurente daca si numai daca — =

d—c
Notam {O} = AC N BD. Planele (ACC") si (BDD') se intersecteaza dupa perpendiculara in O
pe planul (ABC), pe care o notam cu d.
Notam {O'} = dN B'D' si {0"} = dnN A'C’. Dreptele A’C’ si B'D’ sunt concurente daca si
numai daca O’ = 0", adica (00’) = (00"). (1)

A

A B

Din AB || CD avem AAOB ~ ADOC, de unde rezulta ca Og = Og = g (2)
Construim A'E' 1 CC", E€ C'Csi {F} =00"nAE.

A F E

o C

A 0 [»

Cum O"F' || EC" obtinem in AA'C'E ca
O'F AF O'F 04

C'E  A'E (3) = a—c_E(él)
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(am tinut cont ca ACE A’ este dreptunghi cu a > c¢).
Din (2) obtinem
AO oz PN oA = (5)
AO+0C  z+y AC x4y

(a=c)

de unde obtinem O"F = *
rT+y
Pe de alta parte,

0'0 = OF —O0"F = q - 210=¢) _ w0ty o
T +y r+y
(am tinut cont ca ACEA’ este dreptunghi cu OF = A’A = a).

Analog, in dreptunghiul DBGD', unde D'G | BB', G € BB’, cu d > b, gasim

_dr+by
B r+y

o0’

(7

Din (6) si (7), pundnd conditia OO’ = OO”, obtinem

dr+by cr+ay
Tty r+vy

Y

care este echivalents cu 2(d — ¢) = y(a — b). Inlocuind cu valorile numerice din ipoteza obtinem
x

— =4

Y

RaASPUNS COreCt: [ 4| ..o 5p

Problema 16

Numerele reale a, b, ¢, d sunt solutiile sistemului de ecuatii

a+b=-3
ab+bc+ca=—4

abc + bed + cda + dab = 14
abed = 30

A . o . . A . Ry . m
Numerele intregi pozitive m si n sunt prime intre ele si verifica relatia a? + b +c? +d? = —
n

Valoarea sumei m + n este egala cu:

Demonstratie. Din ultima ecuatie se observa ca niciunul dintre cele patru numere nu poate lua

valoarea 0. Din abcd = 30 = bed = @, cda = 30 si dab = —. Inlocuim in a treia ecuatie
a

c
ab + be + ca

. : 1 1 1
si obtinem abc + 30 ( + -+ ) =14 <= abc+ 30-
a 12% c abc

ecuatie, obtinem abc — Pl 14 <= (abc)?* — 14abc — 120 = 0, cu solutiile abc = —6 si
abe
abc = 20.

= 14 si, folosind a doua

6
« Pentru abc = —6, inlocuind in a doua ecuatie pe ab = —— si be + ca = c¢(a + b) = —3c¢
c

obtinem ecuatia de gradul al I1—lea 3¢*> — 4c + 6 = 0, care nu are solutii reale.
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10
o Pentru abc = 20 avem de rezolvat ecuatia 3¢ — 4c — 20 = 0, cu solutiile ¢ = —2 si ¢ = 3
10

Daca c = — == ab=06sia+b= —3, fara solutii reale. Pentru c = —2 se obtin solutiile

3

=2,b=—-5sid=—.

a , si 5

2 g2 2, o 1AL
a*+b"+c"+d = $1m+n:.

Raspuns corect: | 145 | .. ... 5p
O
Problemele 1-16: ... . 16 x 5p = 80p
Puncte acordate din oficiu: ......... .. .. 20p
Total: 100p
Timp de lucru: ... 3 ore
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