Concursul de Matematica Upper.School editia
2019

Etapa lll - Clasa a 7-a

Lista de probleme

PROBLEMA 1 /4

Aflati numerele prime p, q, r care satisfac simultan urmatoarele conditii:
4_

qr| p*-1

mlg*-1

pq | r*-1

Raspuns corect:

Este usor de dovedit ca nu exista solutie pentru cazul in care doua dintre numere sunt egale.
Dacd, de exemplu, p=q atunci, din pr|g*—1=pr|p*—1=p|p*—1. Darp | p* = p | L(imposibil)
Asadar p, q si r sunt distincte. Intrucét relattiile sunt simetrice putem sa ordondm numerele. Fie
p<q<r_
Atunci gr|p*—1=(p—-1)(p+1)(p?+1).
p—1l<p<qg<r
q, r prime
=gr|(p*+1)p+1)

= (@qr,p-1)=@,p-1)=1

Darp?+1<(p+1)?=(p+1)p+1)<qgr=grip?>+1=Fieq|p+1, ﬁer|p+1®
Cump <q <r=>p+2$r=>r+p+1@
Din@si@=q|p+l. Darg2p+1=

7=t} b3 =3
q,p prime
Dingr|p*-1=3r|15=

r|5]=>

r prim

Tripletele cautate sunt (2, 3, 5) si toate permutarile.
Barem

Eliminare caz de egalitate.

Ordonare p <q <r si demonstratie gr | (p?+1)(p +1).



Demonstratie qr } p?+1. ,
p

Demonstratie r + p + 1. .
P

Analizd cazq |p +1. 1o

Identificare solutie. 1p

PROBLEMA 2/ 4

Avem n bile, n > 100, care vor fi impartite in n cutii, in mai multi pasi, astfel:

e la pasul 1 se pun toate bilele intr-o singura cutie;
la pasul 2 se iau toate bilele din cutie si se impart aleator in alte 2 cultii;

la pasul k se iau toate bilele dintr-o cutie si se impart aleatoriu in alte 2 cutii goale,
obtinadndu-se k cutii cu cel putin o bila in fiecare cutie;

Se continud pana la pasul n cand se obtin n cutii cu céte o bila fiecare.

a) Notam cu A, suma péatratelor numerelor de bile din cele k cutii obtinute dup& pasul k.
Demonstrati c8 A >Ak+1 pentru fiecare k €{1, 2, ..., n—1}

b) Pentru fiecare pas, incepand cu al doilea, calculam produsul numerelor bilelor din cutiile nou
formate si notdm cu S suma tuturor acestor produse. Demonstrati ca S are aceeasi valoare
indiferent de modul de impartire pe parcurs. Care este aceasta valoare?

Raspuns corect:
Solutie:

a) Daca x este numarul de bile din cutia care este separata in alte doua cutii la pasul k+1, k >1

iar m si n reprezintd numarul de bile din cele doua cutii nou formate la pasul k+1 atunci
A=A, =x—m*=n®*=m+nf-m?-n®*=2mn>0=A,>A, .,
b) Din punctul anterior obtinem ca produsul numerelor bilelor din cutiile nou formate la pasul

1
k este E(Ak—l_Ak)'

1 1 1
S=E<A1_A2)+E(A2_A3)+'"+E(An—l_An)=
— 1 —_ 1 2 2 2 2\ — 1
S——Z(Al—An)——2 (nc—1-1°—...—1 )——zn(n—l)

nor

Barem



a) Demonstratie A > A, |

b) Produsul numerelor bilelor din cutiile nou formate la pasul k este

egal cu %(Ak_l—Ak).
1p

1
Calcul S = En(n -1).

w
©

PROBLEMA 3 /4

Se considera triunghiul ABC in care m(XBAC)=50° si m(XACB)=30°. Punctele D si E sunt
situate pe segmentele (AB), respectiv (AC), astfel incat m(XACD)=10° si m(XABE)=20°.
Aflati m(XADE).

Raspuns corect:
Solutie:

Solutia 1:

m(XBDC)=60° ne sugereaza constructia triunghiului echilateral de bazd DC. Fie F al treilea
varf al acestui triunghi. Din calcul de unghiuri obtinem ca m(XEBC)=m(XFBC)=80°.
Construind perpendiculara din E pe BC transformam dreapta BC in mediatoarea segmentului
(EL), unde L este intersectia perpendicularei cu dreapta BF). Triunghiul CLE este echilateral
pentru c& (CL) = (CE) si m(XLCE)=60°. Triunghiurile CLF si CEF sunt congruente (cazul
LUL) de unde m(XEDC)=m(XLFC)=60° = m(XADE)=60°



Solutia 2:

F

Construim triunghiul echilateral BCF in semiplanul determinat de dreapta BC si punctul A. Din
calcule de unhiuri se obtine ca patrulaterul BCFD este inscriptibil.

=m(XDFB)=m(XDCB)=20°.

Dar AC este mediatoarea segmentului [BF]. Dacd {E'} = DFNAC = ABE'F este isoscel
=m(XFBE')=20°.

Darm(XFBE)=m(XFBA)—m(XABE)=40°—20°=20° = E =E' = m(XADE)=60°.

Solutia 3:

Notam cu S intersectia mediatoarei segmentului [CE] cu dreapta CD. Din calcul de unghiuri se
obtine cd m(XESD)=m(XEBD)=20°

= patrulaterul DESB este incriptibil.

. 1 . . . . .
Din m(XEBC)= Em(zCESC) si S € mediatoarei segmentului [EC] = S este centrul cercului

circumscris ABEC.
m(XSBC)=m(XSCB)=20° = m(XEBS)=60°

Din @ =>m(XEDS)=m(XEBS)=60° = m(XADE)=60°.

Barem 1

Constructie /A DCF echilateral.

Calcul unghiuri m(XEBC)=m(XFBC)=80°.



Constructie perpendiculard din E pe BC si identificare dreaptd BC
ca fiind mediatoarea segmentului (EL).

Demonstratie triunghi CLE echilateral.

Demonstratie triunghiurile CLF si CEF sunt congruente.
Calcul m(XADE )= 60°.

Barem 2

Constructie triunghi echilateral BCF.

Demonstratie patrulater BCFD este inscriptibil.
Identificare AC ca fiind mediatoarea segmentului [BF].
Demonstratie ABE'F isoscel.

Demonstratie E =E'.

Calcul m(XADE)=60°.

Barem 3

Constructie mediatoare segment [CE].

Demonstratie patrulater DESB este inscriptibil.

m(XEBC)= %m(z(ESC).
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Demonstratie S este centrul cercului circumscris ABEC. 1p

Demonstratie m(XEDS)=m(XEBS)=60°. 1o

Calcul m(XADE)=60°. 1p

PROBLEMA 4 /4

O multime A se numeste ,triunghiulara de tip n” dacé este o submultime a multimii {1, 2, ..., n}
si oricare trei elemente diferite din A sunt laturile unui triunghi nedegenerat.

a) Aflati cardinalul maxim al unei multimi ,triunghiulare de tip 9”.

b) Aflati cardinalul maxim al unei multimi ,triunghiulare de tip 2019”.

Raspuns corect:
Solutie:

a) Daca 1 ar fi element al unei astfel de multimi si a<b alte doud elemente se obtine ca
a+1<b, adica 1, a si b nu pot fi laturile unui triunghi nedegenerat.

Pentru 2 si 2<a<b<c = a+2 < ¢ = 2 nu poate apartine unei multimi ,triunghiulare” cu
cardinalul mai mare sau egal decét 4.

La fel 3 nu poate apartine unei multimi ,triunghiulare” cu cardinalul mai mare sau egal decét 5.

Un exemplu de multime ,triunghiulara” de cardinal 5 este {4, 5, 6, 7, 8}. Multimea
{4,5,6,7,8, Q} nu este ,triunghiulard” pentru ca (4, 5, 9) nu sunt laturile unui triunghi
nedegenerat. In concluzie cardinalul maxim al unei multimi ,triunghiulare de tip 9” este 5.

b) Fie x<y cele mai mici elemente din A. Dacd z€A =z<x+y=z<x+y—1

e Dacdx+y—1<2019 atunciA<{x,y,y+1, .., x+y—1}=|A|<x+1
Dar2x <x+y—-1<2019=x+1<1010=|A| <1010
e Dacd x+y—1>2019 atunci A c{x, y, y+1, ..., 2019} = |A| <2021-y
x+y—12>2020=
x+y>2021
y>X
=2021-y<1010= |A| <1010

}=>y21011

Un exemplu de multime cu 1010 elemente este {1010, 1011, 1012, ..., 2019}.
In concluzie cardinalul maxim al unei multimi ,triunghiulare de tip 2019” este 1010.

Sursa: Olimpiada Mexic 2017

Barem

a) Eliminare numere 1, 2, 3 din multime.



Eliminare multime de cardinal 6, pentru c& (4, 5, 9) nu sunt laturile
unui triunghi nedegenerat.

Constructie exemplu de multime de cardinal 5.

b) Analiz& caz x+y—1 <2019 si demonstratie |A| < 1010.

Analiza caz x+y—1 > 2019 si demonstratie |A| < 1010.

Exemplu si finalizare.

N = = = =
g g o ° o

Total puncte:



