Concursul de Matematica Upper.School editia
2019

Etapa lll - Clasa a 8-a

Lista de probleme

PROBLEMA 1/4

In planul a se considera poligonul convex [A 1As A n] si punctul M situat in afara planului

a. Bisectoarele unghiurilor XA;MA,, XA,MA,, ..., XA MA, intersecteazd segmentele

[A1A5] [A2A3]) -+ [AnAL] In punctele My, M,, ..., M,,. Dacd are loc egalitatea

MA,  M,A, M A,
+...+

MiA,  MyAg MpAq

inscriptibil.

=n sd se demonstreze cd poligonul [A,A, ... A, ] este

Raspuns corect:

Aplicand teorema bisectoarei in fiecare dintre cele n triunghiuri care compun suprafata
MA,  MA, MA, MA, @
MA, MA, "7 MA,  MA,
MA, MA, MA,,
MA, + MA3"'+ T MA, MA, MA ,
"V MA, MA; T MA,

laterala a piramidei obtinem ca

=1

Aplicand m,2m, obtinem ca -

Din @ si relatia din ipoteza rezultd ca avem egalitate in inegalitatea de mai sus iar
MA, MA, MA

aceasta are loc pentru = =...= care este egala cu
PENtt A, ~ ma, MA, I

MA,+MA,+...+MA

MA,+MA +...+MA, !

=>MA, =MA,=...=MA,

Daca O este proiectia varfului M pe planul a, triunghiurile dreptunghice MOA,, i = 1,n sunt
congruente (cazul C.1.) pentru c& au cateta comuna (MO) si ipotenuzele (MA ) sunt muchiile
laterale ale piramidei. De aici obtinem c& (OA,) =(0A,) =...=(0A,,) adicd O este centrul
cercului circumscris poligonului [A,A, ... A, |-

Barem

Aplicarea teoremei bisectoarei si obtinerea egalitatii
MA, MA, MA, MA,

MA, MA, " MA, MA,




Aplicarea inegalitatii mediilor m ;> m g- ,
p

Justificarea cazului de egalitate. 1p

Demonstrarea congruentei muchiilor laterale. 2p

Demonstratia fatului ca baza unei piramide este poligon

inscriptibil daca muchiile laterale sunt congruente. 1p

PROBLEMA 2 /4

Gasiti toate tripletele de numere naturale nenule (a, b, c) astfel incat a’+b+3=(b>—c?>.

Raspuns corect:
Solutie:

Din a?+b+3=(b%2-c?? avemcd a< |b?—c?| = a+1 < |p?-c?|
a’+b+3=(p?>-c??>a%+2a+1

+2

eb+2>22a<=a< =

2+4b+
a2+b+35W+b+3@

2+8h+ +4)
(bz_C2)2=02+b+3Sb 8b 16=(b 4) -
4 4
b+4 b+4

|b2-c?| <

e |b—cl-lb+c|<

Dacdb=c = (b>—c?)?=0 < a’+b+3=0 imposibil
Altfel, |b—c|>1=b+4>2b+2c = b+2c<4
Cumb sic=0=[c=1], b €{1,2}

Intrucatb #c=[p =2

Solutia unicd este (a, b, ¢)=(2, 2, 1)

Barem

Demonstratie a+1 < |p2—c2|.



. b+2
Demonstratie a < —2 .
1p

) b+4
Demonstratie [b—c|-|b+c| < —

2p

Analiza cazului b =c. 1p

Finalizare si gasire solutie. 2p

PROBLEMA 3 /4

Numerele naturale a, b, ¢, d cu a <b <c <d satsifac egalitatea ad = bc. Demonstrati ca
( a—d )2 >a+2
2 > .

Raspuns corect:
Solutie:

Solutie 1:
Notdmz=b—a,y=c—b,x=d—-c=>d=c+x=b+x+ty=a+x+y+z
ad=bceala+x+y+z)=(@a+z)a+y+z)=
a’+ax+ay+az=a’+ay+az+az+yz+z> o
ax=az+yz+z>=a|z?+yz=z?+yz=a-p sidin ax=az+yz+z?>= z=x+p
(@—df _ (x+y+zf _ Qz+y+p)?

4 4 4
p(Rz+y+p)f >4z°>+8p+4yz &

p@Z%+y? +p?+4yz+4pz+2yp) >42°+8p +4yz &

yz+z2

2a+2= +2 &

e Dacéa p >3 atunci
p(4z?+4yz+ p?)>4z°+8p +4yz
e Daca p =2 atunci
472 +y?+p?+4yz+4pz+2yp =
=472+ Y’ +4+4yz+82+4y 2272+ 4+2yz +42 2272 +4+2yz+4 =
=272 +4p +2yz
e Daca p =1 inegalitatea se transforma in
y?+1+4z+2y >8, care este adevératd

Solutie 2:
Notdam x=b—a,y=c—a,z=d—a=
al@+z)=(a+x)a+y)=az=alx+y)+xy>alx+y)=z21+x+y



z21+x+y<ea+d>2b+c+1

4ad = (a+d)y*—(a—d)*>=4bc =

(a—dyP=(a+d)?—4bc>(@+d?—-(b+c)’=

=(a+b+c+d)a+d—b—c)

atd—-b—-c2>1

atb+c+d>a+a+l+a+2+a+3=4a+6
= (a—d)*>4a+6

(a—d)? =pdtrat perfect
( a-d )2 >a+2
) 2 .

Barem 1

]=>(a—d)224a+8=4(a+2)=>

Notare z=b—a, y=c—b, x=d —c si demonstratie a |zz+yz.

Demonstratie
p@z%+y?+p?+4yz+4pz+2yp) > 42> +8p +4yz.

Analiza cazului p 2 3.

Analiza cazului p =2.

Analiza cazului p = 1.

Barem 2

Notareax=b—a,y=c—a,z=d—a.

Demonstrarea inegalitatii a+d >b +c+ 1.

4ad = (a+d)?>—(a—d)?>=4bc.
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(a—d?>(a+b+c+d)a+d—-b-c)
atd—-b—-c>1

atb+c+d>4a+6

= (a—d)’>4a+6

X ]=>(a—d)224a+8
(a—d)- = pétrat perfect

PROBLEMA 4/ 4

O multime M de numere naturale este ,echilibrata” daca pentru orice valoare naturald a
numarului k, 1 <k £n, media aritmetica pentru orice k elemente este un numar natural.
Care este cardinalul maxim al unei multimi ,,echilibrate” cu toate elementele mai mici sau
egale cu 2019? Construiti un exemplu.

Raspuns corect:
Solutie:

Daca M={a,,a,, ..., a,} este o multime ,echilibrata” si k <n—1 atunci
a,ta,+...+a,=a,+a,+...+a,_,+a, =
=...Za,+a,+..+a,_,+a, (mod k)
Similara,+a,+...+ta,=a,ta,+...+a;_
i=1,k-1

Asadara,=a,=...=a, (mod [1, 2, ..., n—1])

Pentrun >8 avemca|[l, 2, ...,n—1]>420 si
a, 21, a,2421, ..., ag >420-7+1=2941>2019

Pentru n =7 se obtine cd a, = a, =... = a, (mod 60) si multimea
{1, 61, 121, 181, 241, 301, 361} este un exemplu de multime echilibrata de 7 elemente.

ta, ., +...+a, ., (mod k) pentru fiecare

Sursa: Olimpiada Mexic 2017

Barem

Demonstratie a, =a,=...=a, (mod [1, 2, ..., n —1]). -
4p

Analiz&d caz n > 8.
p

Finalizare si exemplu.



Total puncte:



