Concursul de Matematica Upper.School editia
2019

Etapa ll - Clasa a 6-a

Lista de probleme

PROBLEMA 1 /10

Sa se afle cate perechi de numere naturale au proprietatea ca suma dintre produsul si
diferenta lor este egalé cu 2019.

Raspuns corect: 4
Solutie:

Fie a si b cele doua numere. Daca a >b =
ab+a—-b=2019<=ab+1)-(b+1)=2018
< (a—1)(b+1)=2018.

Cum 2018 = 2-1009, avem cazurile:

a-1 1 2 1009 | 2018
b+1 | 2018 | 1009 2 1

Obtinem:
a 2 3 1010 | 2019
b 2017 | 1008 1 0

Observatie: dacd a<b, ab+b—a=2019 devine (a+1)(b—1)=2018
Perechile de numere sunt aceleasi: (2, 2017), (3, 1008), (1, 1010) si (0, 2019).

Raspuns: 4

PROBLEMA 2 /10

Fie A={1,2,3,..,2019}

a) Cate submultimi cu 2018 elemente are A?

Raspuns corect: 2019

b) Céte submultimi cu cel mult doua elemente are A?

Raspuns corect: 2039191



punctaj: 4

c) Céate elemente din A au exact trei divizori naturali?

Raspuns corect: 14

punctaj: 5

Solutie:

a) A={1,2,3,..,2019}

Pentru a obtine submultimi cu 2018 elemente, se elimina cate un elementdin A, deci se vor
obtine:

{2,3,..,2019}, {1, 3, ..., 2019}, ..., {1, 2, ..., 2018}, adica 2019 submultimi.

b) Existda o multime cu zero elemente: @.
Exista {1}, {2}, ..., {2019} = 2019 submultimi cu céate un element.

Exista:

{1,2} {2,3} | ... | {2018, 2019}

{1,3} {2,4}

{1,2019} | {2,2019} | ...
Total: 2018 2017 | ... 1
2018-2019 - R 9
=2018+2017+...+1= — 5 submultimi cu céate doua elemente.
2018-2019

Total =1+2019+ — 5 - 2020+2019-1009 =2020+2037171=2039191

c) Numerele cu exact 3 divizori sunt de forma p?, unde p este prim.

p2 <2019=p€{2,3,5,7,11,13,17, 19, 23, 29, 31, 37, 41, 43}, multime care
are 14 elemente.

Raspuns:
a) 2019

b) 2039191
c)14

PROBLEMA 3 /10

Pe un stadion cu 30000 de locuri numerotate de la 1 la 30000, stau tot atatia spectatori.
Spunem ca doi spectatori sunt "prieteni" daca numarul locului unuia dintre ei divide
numadarul locului celuilalt.

a) Pe ce loc sta spectatorul "prieten" cu toti ceilalti?

Raspuns corect: 1



b) Céti "prieteni" are spectatorul care sta pe locul 2007?

Raspuns corect: 18

punctaj: 4

c¢) Pe ce loc sta spectatorul cu exact 60 de "prieteni"?

Raspuns corect: 10800 sau orice alta varianta corecta

Solutie:

a) Spectatorul care sta pe locul cu numarul 1 este "prieten” cu tofi ceilalti.

b) 2007 =3%-223 are (2+1)(1+1)=6 divizori.

2007-2, 20073, ..., 2007 - 14 sunt multipli de 2007, diferiti de 2007.

= Spectatorul care sta pe locul 2007 are 5+ 13 =18 "prieteni” (el nefiind "prieten" cu
sine insusi).

¢) Sunt mai multe persoane pe stadion care au exact 60 de "prieteni”.

o« Ex1:10800=2%-3%-52 are (4+1)(3+1)(2+1) =60 de divizori si doar 2-10800
reprezinta un multiplu al lui 10800 care sa fie <30000 = 59+ 1 =60 de "prieteni" are
cel care sta pe locul 10800.

e Ex 2:499 este numar prim si are 60 de multipli mai mici dec&t 30000, din care 59 sunt
diferiti de 499. Cum persoana care sta pe locul cu numarul 1 este "prieten" cu orice
alt spectator, obtinem ca persoana care sta pe locul 499 are 59+1=60 de "prieteni".

Persoanele care au exact 60 de "prieteni” stau pe unul din locurile: 499, 511, 514, 515,
517,531, 555, 567, 640, 780, 10800, 11088, 11340, 11760, 12240, 12960, 13104, 13200,
13680.

Raspuns:

a)l

b) 18

¢) 10800 sau orice alta varianta corecta

PROBLEMA 4 /10

Intr-un club de sah cu 25 de membri, fiecare jucdtor joacd cate un meci cu alfi k jucétori.
Aflati suma numerelor naturale k pentru care aceasta este realizabil.

Raspuns corect: 156
Solutie:

. oy 25k e .
Deoarece numarul meciurilor este , rezulta cd numarul k este patr.
Mai mult, pentru oricare numar k par, cerinta problemei este realizabila: aranjam cele 25 de

. e . N - .. Kk
persoane pe un cerc si organizam jocurile astfel incat fiecare jucétor sa joace cu cele >



: .. k o .
persoane din dreapta lui si cu cele Py persoane din stanga lui.

Suma numerelorkvafi:2+4+...+24=156.

Raspuns: 156

PROBLEMA 5 /10

Spunem despre un numar natural ca este "superprim" daca este prim Si se scrie ca suma
a doua numere prime.

a) Care este cel mai mic numar "superprim"?

Raspuns corect: 5

b) Care este suma tuturor numerelor "superprime” din multimea {1, 2, 3, ..., 50}?

Raspuns corect: 118

punctaj: 3

¢) Dacan 2100 sip,, p,, ..., P, Suntprimele n numere naturale "superprime”, sa
se calculeze restul impartirii numarului A =p, +p,+...+p,—n la6.

Raspuns corect: 4

punctaj: 5

Solutie:

a)5=3+2

b)S=5+7+13+19+31+43=>S =118

c) Cu exceptia lui 5, toate numerele "superprime” sunt de forma 6k+1.
A=5+(6"k,+1)+ (6 ky+1)+...+(6k,+1)—n =5+Mg+n—1—-n=Mgz+4.
Restul este 4.

Raspuns:

a)s

b) 118
c)a

PROBLEMA 6 /10



Fie triunghiul echilateral ABC cu AB=6cm. Se considera punctele D, E si F astfel incat
A €(BD), B €(EC), ACNDE ={F}, AD =BE =6cm. Care este lungimea segmentului AF?

Raspuns corect: 2
Solutie:

E B C
Fie BT || CF, T € (EF). Cum A este mijlocul segmentului (BD) obtinem c& AF este linie
A _ BT
mijlocie in ADBT = AF = = @

. . : o CF
BT || CF si B mijlocul segmentului (CE) = BT este linie mijlocie in ACEF = BT = - @

. . CF _AF A AC
= = = + = = = =2.
pin (1)si (2)=AF =Tt TS OBAF = AC=AF=2

Raspuns: 2

PROBLEMA 7 /10

O cutie de bomboane de ciocolata are 12 bomboane dispuse intr-o forma dreptunghiulara
compusa din patratele aranjate pe 3 linii si 4 coloane. Un copil ia 3 bomboane.

- < e . a
Probabilitatea ca cele 3 bomboane luate sa fie din casute vecine este X cu
(a, b)=1, b #0. Spunem cé 3 césute sunt vecine daca una dintre ele are cate o latura
comuna cu celelalte doua.
Care este valoarea diferentei b —a?

Raspuns corect: 93
Solutie:



£
& &

Configuratiile de céte 3 casute vecine sunt:

1) O 2 O 3) O O
O O O O o)
4 O O 5 O 6) O O O
o) o)
o)

De tip 1, 2, 3 si 4 sunt cate 6 variante.
De tip 5 sunt 4 variante, iar de tipul 6 sunt 6 variante.
Posibilitati de a selecta 3 casute din cele 12 sunt 220.

24+ 6 + 4 34 17 )
= = = = = =
220 220 110 a=17si b=110.
b—a=93
Raspuns: 93

PROBLEMA 8 /10

Se dau 4 cuburi cu laturile de 1cm, 2cm, 3cm, respectiv 5cm. Denisa lipeste cele 4 cuburi
unul de altul si calculeaza aria corpului astfel obtinut.

Observatie 1: Cuburile se lipesc atunci cand o fata e inclusa in alta faa.
Observatie 2: Aria unui cub este suma ariilor celor 6 fete ale cubului.

a) Care este aria maxima (in cm2) a noului corp?

Raspuns corect: 228

punctaj: 4

b) Care este aria minimd (in cm?) a noului corp?

Raspuns corect: 194

punctaj: 6

Solutie:



a) Pentru a obtine un corp cu aria cat mai mare trebuie ca, in momentul lipirii, cele 4 cuburi
sa aiba o parte comuna cat mai mica

= cele 3 cuburi mari trebuie lipite pe 3 fefe adiacente ale cubului mic, varfin varf

= se pierd 2-(1+1+1)=6cm?

Corpul obtinut are aria: 6-(1%>+22+32+5%)—2-(1+1+1) =234—6=228cm?

b) Pentru a obtine un corp cu aria cat mai mica trebuie ca, in momentul lipirii, cele 4 cuburi
sa aiba o parte comuna cat mai mare

= trebuie ca oricare doud sé se lipeasca.

Astfel se pierd 2(9+4+4+1+1+1)=40cm?
Aria corpului va fi: 234 — 40 = 194cm?

Raspuns:
a) 228
b) 194

PROBLEMA 9 /10

Fie 1=d, <d, <d;<...<d,=n divizorii lui n.

Aflai valoarea lui n pentru care n =d,*+d,°.

Raspuns corect: 68
Solutie:

Evident, d,, este numar prim.

Daca d., este impar, atunci tofi divizorii lui n sunt impari, inclusiv d si este imposibil (se
obtine ca n este numar par).

=>d,=2sid,|d,? d,|n=d,|d;? orid,=2 decid;=2"k.

n=d +di=4+8k*=4|n =d,;=4

Raspuns: 68

PROBLEMA 10 / 10

Produsul tuturor divizorilor numdarului natural n este 2019-nX , unde k € N. Care este cea
mai mare valoare a lui k?

Raspuns corect: 4
Solutie:

Notam cu t numarul divizorilor luin si 1 =d, <d, <...<d,=n divizorii lui n.
2019-n*=d,-d,"...d,

2019-n*=d,"d,_,-...-d,

Inmultim ultimele doud relatii si se obtine (2019-n¥)? = (dy-dp)-(dy-d,_))...-(d;-dy).



Dard,-d,=d,"d,_,=...=n.

(2019-n¥Y? =n'= t=par sau n este pétrat perfect

Cazul 1: Notam t = 2p.

2019:n¥=nP & 2019=nP ¥ =p—k=1si n=20109.

Divizorii lui 2019 sunt 1, 3,673 si 2019 = k=1.

Cazul 2:n =p2

(2019_p2k)2 =p2t PN

< 2019-p*f=p'e

2019=p! "2k = p =2019 si n =2019°, k=4

Raspuns: 4

Total puncte:



