Concursul de Matematica Upper.School editia
2019

Etapall - Clasa a 7-a

Lista de probleme

PROBLEMA 1 /10

Fie ABCD dreptunghi cu AD = 28cm si CD = 48cm. M € (AB) astfel incat AM=5MB.

a) Ce valoare are A ,g-p?

Raspuns corect: 1344

punctaj: 1

b) Ce valoare are Ay c?

Raspuns corect: 672

punctaj: 4

c¢) Notam cu O punctul de intersectie al diagonalelor. Ce valoare are A g,,?

Raspuns corect: 56

punctaj: 5

Solutie:

A E M :

D C

a) A ypep =AD-DC = 28-48cm? = 1344cm?



_48-28

b)Apyc =~ — = 672cm?

. BC NV
c) 6-MB = 48cm = MB =8cm. Fie OE LAB = OE = N = 14cm (linie mijlocie).

OE-MB _ 14-8
Asom="—% — = =56cm?

Raspuns:
a) 1344
b) 672

c) 56

PROBLEMA 2 /10

Pentru fiecare numar natural n, notdm cu p(n) produsul cifrelor nenule ale lui n.

a) Care este valoarea lui p(2019) ?

Raspuns corect: 18

punctaj: 2

b) Care este valoarea numarului: p(1)+p(2)+...+p(10) ?

Raspuns corect: 46

punctaj: 3

c) Care este valoarea numdarului: /p(1)+p@2)+...+p(100) ?

Raspuns corect: 46

punctaj: 5

Solutie:
a)p(2019)=1-2-9=18
b)p(1)+p)+...+pQ)+p(10)=1+2+...+9+1 =46

¢) Pentru a cifrd nenuld avem: p(a0)+p(al)+p(a2)+...+p(a9)=
at+a-1+a-2+...+a-9=a-(1+1+2+...+9)=46a

Suma de sub radical este: (1+2+...+9)+46-(1+2+...+9)+1=
46-(1+1+2+3+...+9) =462

Raspuns:
a)18



b) 46
c) 46

PROBLEMA 3 /10

In triunghiul isoscel AABC cu (AB)=(AC) stim cd m(XBAC) = 36°, iar lungimea laturii
BC este 10cm. Care este valoarea expresiei (AB +AC —BC)??

Raspuns corect: 500
Solutie:

C

m(XB)=m(XC)=72°. Fie (BD bisectoarea XABC cu D € (AC). ABDC este isoscel cu
(BD)=(BC), iar (BD) = (AD).

DC BC
ABDC~ ABAC (U.U.)=> E = E
DC =x=x?>+10x=100 = (x+5)> =125 = x = +5,/5 —5.
Dar x este pozitiv = x=5./5-5=AC=AB =5/5+5
= (AB+AC—-BC)?>=(10/5)>=500

< DC(AD +DC)=BC?. Notidm

Raspuns: 500

PROBLEMA 4 /10



: s . x 1 1
Céte triplete de numere naturale verifica relatia x + ; + S = y_z’ y#0,0<z<2019?

Raspuns corect: 2019
Solutie:

Aducénd la acelasi numitor se obtine: xyz+xz+y=1.
Daca x,y,z 21 atunci xyz 21, xz21=xyz+xz+y >3 >1 (contradictie)
In concluzie, cel putin unul dintre numerele x, y, z este egal cu0 = x=0,y=1

Cumz €N, z<2019=z€ {1, 2, 3, ..., 2019} si numarul tripletelor care satisfac relatia este
egal cu numdrul valorilor pe care le poate lua z, adicd 2019.

Raspuns: 2019

PROBLEMA 5 /10

Se considera numerele reale x, y, zcu x, y, z>1 si care verifica relatiile:
X+ty=xy—=5y+tz=yz—7,z+x=zx—11.

a) Care este valoarea produsului (x—1)(y—1)(z—1)?

Raspuns corect: 24

punctaj: 6

b) Care este valoarea expresiei x+y+2z?

Raspuns corect: 12

punctaj: 4

Solutie:

a)
xy—x—y+1=6=(Kx-1)(y—1)=6
yz—y—z+1=8=(y—-1)(z—1)=8 ;=
Zx—z—x+1=12=(z-1)(x—-1)=12
(1) =1z -1 =24° ] = (=1 -1)z—1)=24
xX,y,Z>1
b)
x-1)(y—-1)=6=>z-1=4=2z=5
y—1)(z-1)=8=>x—-1=3=>x=4
z-1)x—-1)=12=2y—-1=2=>y=3
=>x+y+z=12

Raspuns:
a)24



b) 12

PROBLEMA 6 /10

Pentru numerele naturale diferite m si n, definesc d(m, n) ca cel mai mare intreg k astfel
incat 3¥|m —n. Aflati cel mai mic numdr x de 3 cifre pentru care d(x?,7) > 7

Raspuns corect: 175
Solutie:

d(x?,7)27=3"|x>-7=2187|x*-7=
2187|x?—7—-14-2187=

2187|x%>—(7-25)? =

37 =2187|(x—175)(x +175)

Daca 3|x—175 si 3|x+175 = x|2-175 (contradictie) =
37|x—175 sau 37 |x+175 =

Cel mai mic numar de 3 cifre este

Raspuns: 175

PROBLEMA 7 /10

Andrei deseneaza cu negru, un singur triunghi pe fiecare foaie de hértie pe care o are. Apoi
deseneaza cu rosu liniile importante ale fiecdrui triunghi (mediane, bisectoare, ihaltimi,
mediatoare) care au drepte suport diferite de cele ale laturilor triunghiului. Observand ca nu
este atent in timpul orei, profesorul lui de matematica il intreaba:

- Ce faci, Andrei?

- Desenez triunghiuri echilaterale, triunghiuri isoscele neechilaterale si triunghiuri
dreptunghice neisoscele.

- Céte triunghiuri echilaterale ai desenat?

- In total sunt 27 de segmente negre si 58 de linii rosii.

Dupé& un moment de géndire, profesorul spune:

- Andrei, nu pot afla din aceste informatii cate triunghiuri echilaterale ai desenat.

- Asa este, spune Andrei, dar s& stiti ca numarul triunghiurilor echilaterale este cel mai
mare.

a) Céate triunghiuri echilaterale a desenat Andrei?

Raspuns corect: 4

b) Céate triunghiuri isoscele neechilaterale a desenat Andrei?

Raspuns corect: 2



c¢) Céate triunghiuri dreptunghice a desenat Andrei?

Raspuns corect: 4

punctaj: 3

Solutie:

e Intr-un triunghi echilateral sunt 3 linii desenate cu rosu.

o Intr-un triunghi isoscel dreptunghic sunt 7 linii desenate cu rosu.

o Intr-un triunghi isoscel cu masura unghiurilor de la baza diferitd de 45° si 60°
sunt 9 linii desenate cu rosu.

o Intr-un triunghi dreptunghic neisoscel sunt 10 linii desenate cu rosu.

Notam cu:

e a numarul de triunghiuri echilaterale.
e b numarul de triunghiuri isoscele dreptunghice.
e ¢ numarul de triunghiuri isoscele cu masura unghiurilor de la baza diferitad de
45° si 60°.
o d numarul de triunghiuri dreptunghice neisoscele.
Orice triunghi are 3 segmente negre.
3a+3b+3c+3d =27

3a+7b+9c+10d =58
7d=M,+1=d=M,+1
7d<31=7d <35=d<5

]=4b+6c+7d=31=
]=d€ﬂ3}

e Cazuld=1 =
4b+6c=24=>2b+3c=12=>

2b=M;=>b=M;=b=3p
=
3c=M,=c=M,=>c=2q
6p+t6g=12=p+qg=2
o Subcaz p=0=b =0, c =4, (Nu convine. Avem 4 triunghiuri echilaterale,
b +c =4 triunghiuri isoscele neechilaterale si 1 triunghi dreptunghic neisoscel.)



o Subcazp=1=b=3,c=2, (Nu convine. Avem 3 triunghiuri echilaterale,
b +c =5 triunghiuri isoscele neechilaterale si 1 triunghi dreptunghic neisoscel.)
o Subcazp=2=b=6,c=0, (Nu convine. Avem 2 triunghiuri echilaterale,
b +c =6 triunghiuri isoscele neechilaterale si 1 triunghi dreptunghic neisoscel.)
e Cazul d=3 =

4b+6c=10=b=1,c=1,la=4

Avem 4 triunghiuri echilaterale, b + ¢ = 2 triunghiuri isoscele neechilaterale

si 3 triunghiuri dreptunghice neisoscele. Doar in acest caz numarul de triunghiuri
echilaterale este cel mai mare, iar numarul total de triunghiuri dreptunghice este
b+d=4.

Obs: Din cauza unei erori de tehnoredactare, la aceasta problema s-a acordat punctaj
maxim tuturor participantilor.

Raspuns:
a)a
b)2
c)a

PROBLEMA 8 /10

Pe fiecare latura a unui triunghi se considera n puncte (diferite de varfuri). Se noteaza cu T,

numadrul triunghiurilor nedegenerate care se pot forma avand varfurile printre cele 3n
puncte considerate.

a) Care este valoarea lui T,?

Raspuns corect: 20

punctaj: 3

b) Determinati cea mai mica valoare a lui n pentru care T, >2019?

Raspuns corect: 9

punctaj: 7

Solutie:
a)T7,=20

b) Vom numara in cate moduri putem selecta 3 puncte dintre cele 3n pe care le avem la
dispozitie. Unele triplete formeaza triunghiuri degenerate, iar pe acestea le vom elimina
ulterior. Primul punct poate fi ales in 3n moduri, al doilea in 3n-1 moduri, iar ultimul in 3n-2

moduri. Dar triunghiul determinat de tripletul (A nA j» A k) este acelasi cu cel determinat de
tripletele: (A, A, Aj), (Aj, AL AL, (Aj, ALA), ALA;, Aj), A, vy A). Asadar numarul
triunghiurilor determinate de cele 3n puncte, inclusiv cele degenerate este
3n(3n—1)(3n—-2)

5 .




Trei puncte situate pe o aceesi latura determina triunghiuri degenerate. Rationand similar

n

=

L o n(nh-1)n-2)
se obtine ca numarul tripletelor care determind triunghiuri degenerate este 3 5 .

3n(3n—-1)3n—-2) 3nh-1)n-2)
T,= -

6 6
_ 3n(9n?-9n+2-n?+3n-2) _ n(8n?-6n)
6 2
T,=n%@n-3)

Tg=1856<2019<2673=T,

Raspuns:

a) 20
b)9

PROBLEMA 9 /10

Un numdr natural n are proprietatea "Q" daca+/ 12n+1 € Q si are proprietatea "I" daca
v/ 12n +k € R\Q, pentru orice k €{2,3,...,49}.

a) Care este cel mai mic numar n care are proprietatea "Q" si nu are proprietatea "I"

Raspuns corect: 0O

b) Care este cel mai mic numar n care are si proprietatea "Q" si proprietatea "I"?

Raspuns corect: 52

punctaj: 4

c¢) Céate numere naturale mai mici decat 2019 au si proprietatea "Q" si proprietate
"Ill?

Raspuns corect: 44

Solutie:

a)

V12:2+41=4/25=5€Q

Pentru k=12 =+/12-2+12 =./36 =6 € Q (nu are proprietatea "I")
b) Notam+/12n+1 =a,a €Q

Este necesarca a?<12n+2<12n+3<...<12n+49<(a+1)?



= (a+1)2—a?>(12n+49)—(12n+2)

=2a+1>47=>a>23=>a2>24

Dar 12n+1=a®= aeste numdrimpar= Cel mai mic este a=25 si

Cel mai mare numdr din sir este 12-52+49=673 < 262

c) 12n+1=a’=a=6k+1 sau a =6k+5. Conform punctului b) = k >4

n <2019=a<+/12-2019+1 = a <155 = k <25= Cele mai mari numere sunt
151=6-25+15si154=6-25+4

e Pentru a =6k+1 sunt 22 de numere care au si proprietatea "Q" si proprietatea "I"
e Pentru a =6k +5 sunt 22 de numere care au si proprietatea "Q" si proprietatea "I"

Raspuns:
a)o

b) 52
c)44

PROBLEMA 10 / 10

Fie M={1, 2, 3, ..., 2019}. Pentru fiecare submultime A a multimii M notam cu a, suma dintre

cel mai mic si cel mai mare element al lui A. Care este media aritmetica a tuturor numerelor

a,?

Dacéa o multime este formata dintr-un singur element acesta este si cel mai mic si cel mai
mare element al submultimii A.

Raspuns corect: 2020
Solutie:

« Numdrul 1 este cel mai mic in 22°18 submultimi (Ia fiecare submultime a multimii M\{1}
se adauga elementul 1)

Numéirul 2 este cel mai mic in 22°17 submultimi (la fiecare submultime a multimii M\
{1,2} se adauga elementul 2)

Numédrul 2018 este cel mai mic in 2* submultimi (la fiecare submultime a multimii M\
{1,2,...,2018} se adauga elementul 2018)

Numérul 2019 este cel mai mic in 2° submultimi

Similar:

o Numadrul 2019 este cel mai mare in 22018
M\{2019} se adauga elementul 2019)

« Numdrul 2018 este cel mai mare in 229" submultimi (la fiecare submultime a multimii
M\{2018,2019} se adauga elementul 2018)

submultimi (la fiecare submultime a multimii

« Numérul 2 este cel mai mare in 21 submultimi (la fiecare submultime a multimii M\
{2,3,...,2019} se adauga elementul 2)

« Numdrul 1 este cel mai mare in 2° submultimi



Intrucat multimea M are 22°1° —1 submultimi nevide = media aritmetica este:
(1+2019)-22°18 + (2+2018)-22°Y" +... + (2019 +1)-2°
52019 _;

_2020(22018 422017 4 420)  2020(2291%-1)
- 92019 _ 1 - 92019 _ 1

=2020

Raspuns: 2020

Total puncte:



