Concursul de Matematica Upper.School editia
2019
Etapall - Clasa a 8-a

Lista de probleme

PROBLEMA 1 /10

Rezolvati fiecare dintre urmatoarele cerinte:

< . ., a b c
a) Daca a, b, c sunt numere reale atfel incat = = =
+c c+a a+b

b+c#0,a+c#0, a+b #0, atunci cate valori poate lua numarul x?

Raspuns corect: 2

punctaj: 5

< . s 1 1
b) Daca numerele reale x si y verifica relatia M ; =4, care este valoarea

2x+4xy—2y,>
X—y=2xy

numdrului 27n, unde n =

Raspuns corect: 18

c) Dacd numdrul real x verific relatia x> —x—1=0, care este valoarea expresiei:
3
+x+
X" +x+1 ?

X4

Raspuns corect: 1

punctaj: 2

Solutie:

a)

e Dacda+b+c=0=b+c=—-a,c+ta=—-b,a+b= —c=
e Daca a+b+c#0. Folosind proprietatea rapoartelor se obtine:

_atbtc _ [ 1
2(a+b+c) 2




ef-s2]

2
1 1
b) ———=4=>y—x=4
)Ty Ay x=4y
e 2x—y)+4xy _ —8xy+4axy _ 2 N
X—y—2xy —4xy—2xy 3
27n = 18
o) CHx+1 _ xC+x% _ xx+1)
x4 x4 x4
2,2
= X Z =1
X
Raspuns:
a)2
b) 18
c)l

PROBLEMA 2 /10

In AABC, m(XABC)=136°, m(XACB)=76°. | este centrul cercului inscris in AABC, iar
D este centrul cercului exinscris AABC care este tangent laturii (BC). Cercul care trece

prin B, C si centrul cercului circumscris ABCD intersecteaza (Bl in E. Care este mésura
XBEC?

Raspuns corect: 68
Solutie:



Notam cu O centru cercului circumscris ABCD.
180°—m(XABC)

m(XCBD)= > =72°
m(LBCD) = 180 —mz(zCACB) N

m(XBDC)=180°—m(XCBD)—m(XBCD)=56°
m(XBOC)=2-m(XBDC)=2-56°=112°

Dar m(XBAC)=68°=m(XBAC)+m(XBOC)=180°=
A,B,0,C,E sunt conciclice = m(XBEC)=m(XBAC)=68°

Raspuns: 68

PROBLEMA 3 /10

FieM=a(3/2-2)+b(5:/2-3),a€Q,bEQ

a) Calculati partea intreagd a numdarului 3+/2 — 2.

Raspuns corect: 2



b) Calculati 2-(3v2 —2)72-(11-6+/2).

Raspuns corect: 1

c) Dacd M =7+/2 —5, calculati a+b.

Raspuns corect: 3

punctaj: 4

Solutie:

a)/16 </18 < /25 =24<./18 <5=>
2<,/18-2<3=>[/18-2]=2=
[3/2-2]=2

b)2-3v2-2)"%-(11-6v2)=
_ 22—-12./2 _ 22—-12./2 _1

B2 -27° 22-12/2

c)3a+/2-2a+5b/2-3b=7/2-5=
V2@Ba+5b-7)=2a+3b-5 ]=
a,b EQ=2a+3b-5€Q
V2@Ba+50-7)€EQ ]:
3a+5b—-7€Q
3a+5b—7=0
2a+3b—-5=0

]=a=4,b=—l=a+b=3

Raspuns:
a)2
b)1
c)3

PROBLEMA 4 /10

) » . .. 1
Numerele reale strict pozitive a, b, ¢ satisfac relatiile: a — Iy =——,b——=—,C— 7 =4,

a) Calculati valoarea produsului abc.



Raspuns corect: 1

b) Daca |(1 —a)1-b)1- c)| = %, unde p si g sunt numere prime intre ele, atunci

calculati valoarea produsului pq.

Raspuns corect: 15

<)
a 2
1 1 5
___1+_ _—_—_—=sE—-—
(ab bc)(c a) 3
abc—b—a+l—c+l i1 _ >,

b c a abc 3

abc+g—%—4—$= —%=>abc=$=>
(abacb)ii(l)]=abc=l
b)(1-a)1-b)1—c)=1—-(a+b+c)+(ab+bc+ca)—abc=
= _(a+b+c)+ab+ab%= —(a+b+c)+(%+%+%)=
= —(a—%+b—%+c—%)= —(—%+%+4)= —% =

|a-a)a-b)a-c)|=2 =pg=15

Raspuns:
a)l
b) 15

PROBLEMA 5 /10

< : : n+2019 . n+2018
Care este suma patratelor valorilor naturale ale lui n pentru care

Val * [Wn+1]

sunt simultan numere naturale?

Raspuns corect: 5
Solutie:



e Dacd [«/F]=[\/n+1], cum (n+2018, n+2019)=1 se obtine [«/F]=[w/n+1]=1,

cu solutiile n=1 sau n=2
e Dacilvnl]=[vVn+1] se obtinecdn+1=k*=n=k*-1
k?+2018 . k*+2017
Si =
k—1 ’ k

k—1| k?+201
| 20 8]=>k—1|2019@
k—1]K2-1

k | k*+2017
k| k?
Din @ si @ = nu avem solutii in acest caz

Numerele se rescriu:

]=>/< | 2017 = k€41, 2017} (2)

Singurele solutii sunt 1 si 2, si obtinem 12+22=5

Raspuns:5

PROBLEMA 6 /10

Se stie ca pretul unui diamant este direct proportional cu patratul masei lui. Din neatentie,
diamantul a fost scdpat pe jos si s-a spartin 2 bucati. Stiind ca pretul lui total a scazut cu
18%, care este raportul dintre masa bucatii mai mari si masa bucatii mai mici?

Raspuns corect: 9
Solutie:

Notam cu a, b masele celor 2 bucéti, cu x si y pretul bucatilor dupa spargere si cu z pretul
initial.

X _Y _ xX+y _ z
a> b? a?*+p? (a+b) N
X+y=g
100

9a°—82ab+9b*>=0 =
9a°—8lab—ab+9b%°=0
9a(a—9b)—b(a—9b)=0«
(@a—9b)Qa—b)=0

Raspuns: 9

PROBLEMA 7 /10

Care este cel mai mare divizor comun de doua cifre al numerelor de trei cifre abc, stiind ca
cifrele a, b si c verifica relatia: a®>+b3+¢® = 3abc?



Raspuns corect: 37
Solutie:

a*+b%+c3=3abe = 2 (a+b+c)(a—bF+(b—cP+(c—af)

cuma®+b3+c2-3abc=0 sia+b+c >0 (pentru cd a este prima cifrd a unui numar)
obtinemcd (a—by+(b—-c)’+(c—a)’ =0=a=b=c

Asadar numerele cautate sunt: 111, 222, 333, ..., 999. Cel mai mare divizor comun de 2 cifre
al acestor numere este 37.

Raspuns: 37

PROBLEMA 8 /10

Triunghiurile dreptunghice isoscele ACB si ACD de ipotenuza (AC) sunt situate in plane
diferite, iar (ABC) 1L (ADC) si AC = 8cm. Considerdm punctele M, N, O mijloacele
segmentelor (BC), (AD) si (AC).

a) Care este patratul lungimii segmentului [BD]?

Raspuns corect: 32

b) Care este patratul lungimii segmentului [MN]?

Raspuns corect: 24

punctaj: 3

c¢) Care este masura unghiului planelor (OBN) si (ODM)?

Raspuns corect: 60

Solutie:
a)BD?=BO?+0D?=4?+4?=32

b)



, OB R
Fie MM, LAC = MM = - = 2 (linie mijlocie). Fie NN, LAC = ANN;M este

Pit
dreptunghic in XN, ——— MN2 = NN,2+MN,2 = NN, 2+N,M2+MM,2 =4+ 16+4 = 24

c) Completam la cub.

G




OB 1L (ADC)= 0B LAD
ON LAD = AD 1 (OBN)
OBNON ={0}
OD 1L (ABC)= 0D LBC
OM LBC = BC L (ODM)
ODNOM ={0}
= X((OBN),(ODM))= X(AD, BC)
= X(AD, BC)= X(AL, CF) ] .
CFIILH
X(AL, CF)= X(AL, LH)=60° (AALH echilateral)

Raspuns:
a) 32
b) 24
c) 60

PROBLEMA 9 /10

Pe o tabla este scris numarul 123456789. O operatie inseamna sa alegem doua cifre carora
sa li se scada céte o unitate si sa li se schimbe locurile intre ele. Care este cel mai mic
numar care se poate obtine aplicdnd aceste operatii?

Exemplu de operatie: 123456789 = 123436789

Raspuns corect: 1
Solutie:

Initial suma tuturor cifrelor este 45. Dupa fiecare operatie suma cifrelor isi pastreaza
paritatea, iar in final aceasta nu poate fi mai mica decéat 1. Numarul minim la care se poate
ajunge este 1 (precedat de 8 zerouri), iar acesta se obtine astfel:

» dupd 8 operatii transformam in 01 ultimele 2 cifre (perechea de cifre de pe pozitiile 8 si
9);

dupé 6 operatii transformam in 01 perechea de cifre de pe pozitiile 6 Si 7;

dupa 4 operatii transformam in 01 perechea de cifre de pe pozitiile 4 si 5;

dupa 2 operatii transformam in 01 perechea de cifre de pe pozitiile 2 si 3;

dupa 1 operatie transformam in 00 perechea de cifre de pe pozitiile 1 si 3;

dupé 1 operatie transformam in 00 perechea de cifre de pe pozitiile 5 si 7;

Raspuns: 1

PROBLEMA 10 / 10

Pe fiecare latura a unui patrulater convex se considera n puncte (diferite de varfuri). Se
noteaza cu T, numarul triunghiurilor nedegenerate care se pot forma avand varfurile printre



cele 4n puncte considerate.

a) Care este valoarea lui T,?

Raspuns corect: 4

b) Determinati cea mai mica valoare a lui n pentru care T, >2019?

Raspuns corect: 7

Solutie:
a)T,=4

_ . . 4n(4n-1)@n-2) _
b) Dintre cele 4n puncte putem selecta 3 puncte diferite in 5 moduri. O

parte dintre aceste triplete sunt varfurile unui triunghi degenerat. Asta se intampla atunci
cénd toate cele 3 puncte se gasesc pe o aceeasi latura a patrulaterului. Aceasta alegere se

nin—1)n-2)
6
4n(4n—-1)4n—-2) 4n(h—-1)n—2)
= 6 B 6 B
_4n (16n°—12n+2)—(n?—3n+2))
6

moduri.

poate face in 4-

_ 4n(15n%=9n) _
= - =
Pentrun >7 = 2n%(5n —3)>2-49-32>2019
Pentru n =6 se obtine Ty = 1944

2n(5n%>=3n)=2n%(Bn —-3)

Raspuns:
a)a
b)7

Total puncte:



